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Introduccién.

En la vida cotidiana cada dia vemos diferentes tipos de conjuntos, particular-
mente en matematicas existen conjuntos que cumplen con propiedades especifi-
cas las cuales hacen que algunos conjuntos contengan a otros o que no tengan
elementos en comun (su interseccién es vacia), ademds existen conjuntos que no
estdn completamente contenidos en otros y en este caso la interseccién entre los
conjuntos no es vacia.

Desde la antigiiedad se estudia el comportamiento de conjuntos, ya sea de per-
sonas, animales, plantas entre otras cosas. Un ejemplo claro es el estudio social,
econémico o religioso de las relaciones interpersonales de la gente en cualquier
lugar del mundo. Asi también en las matematicas hay conjuntos que cumplen
con ciertas caracteristicas las cuales hacen que se diferencien unos de otros y ade-
mas con los elementos de estos conjuntos podemos hacer ciertas operaciones (por
ejemplo: unién, interseccién y diferencia); estas operaciones junto con el conjun-
to forman una estructura matemadtica. En particular un conjunto no vacio G en
el cual existe una operacién binaria que satisface las siguientes propiedades: la

operacién es asociativa, existe un elemento neutro que pertenece a G y existe el

II



INTRODUCCION 101

elemento inverso (inico); a este conjunto se le denomina grupo.

El presente trabajo se divide en tres capitulos, el primero inicia con la parte de la
teoria preliminar la cual incluye lo necesario de la teoria de grupos para poder
abordar con claridad la teoria sobre la representacién del grupo simétrico. En par-
ticular se estudia el conjunto de aplicaciones inyectivas de S a si mismo denotado
por A(S), ademas, se aborda una introduccién a la teoria de grupos en la cual des-
cribimos las definiciones y propiedades mds importantes de estos. Este capitulo
finaliza con el teorema de 6rbita-estabilizador el cual es de suma importancia para
posteriores demostraciones.

En el capitulo II se presentan algunos resultados generales sobre el grupo de re-
presentaciones que serdn de gran utilidad para el estudio del grupo simétrico.
La teoria de representaciones puede ser expresada en términos de matrices o me-
diante el lenguaje de médulos. Una representacion de matrices puede ser pensada
como un medio para modelar un grupo abstracto con un grupo concreto de ma-
trices y debido a que las matrices corresponden a las transformaciones lineales,
se establecen representaciones en estos términos; de esto se introduce la idea de
modulo.

En el capitulo III se desarrolla la descripcion de la teorfa del grupo simétrico y
su representacion, abordando temas principales como la teoria de Médulos de
Specht, diagramas, tablas de Young junto a la teoria relacionada a subgrupos de

Young.



Justificacion.

La teoria de representaciones consiste, a grandes rasgos, en el estudio de gru-
pos a través de sus acciones en espacios lineales. El caso del grupo simétrico es
notable ya que es de los pocos ejemplos en los que se puede dar una descripciéon
explicita de todas sus representaciones, y ademds esto puede hacerse de manera
elemental a través de objetos combinatorios: las tablas de Young.

Los grupos simétricos siempre han jugado un papel central en la teoria de grupos
y en los tltimos afios ha habido un resurgimiento del interés en las representacio-
nes de estos grupos.

Este tema puede ser abordado desde tres direcciones: mediante la aplicacién de
los resultados de la teoria general de representaciones de grupos, mediante el
empleo de técnicas combinatorias, o mediante el uso de funciones simétricas; en
nuestro trabajo lo abordaremos en la direccién de la teoria de representaciones de
grupos.

El objetivo del trabajo es describir la construccién de las representaciones irredu-
cibles del grupo simétrico mediante los médulos de Specht.

Se considera que lo atractivo y novedoso de la propuesta radica en aplicar la teoria

1A%
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abstracta de representaciones a un caso especial en el que pueden hacerse célcu-
los explicitos de manera sencilla, presentando asimismo aspectos interesantes de
la combinatoria algebraica.

Es por ello que el propésito de la investigacion es motivar a los estudiantes de la
carrera de licenciatura en matematica, para que se interesen por el estudio del al-
gebra, mediante un estudio de la teoria de la representacion del grupo simétrico.
Ademads se espera que con el desarrollo de todos los conceptos y definiciones de
esta investigacion se logre enriquecer el conocimiento matematico de los interesa-

dos en el area del dlgebra.



Objetivos de la Investigacion.

Objetivo General:

Conocer la teoria fundamental de la representaciéon del grupo simétrico.

Objetivos Especificos:
Presentar una visién general de la teoria de grupos.

Mostrar los preliminares basicos para introducir la teoria de representacion

del grupo simétrico.

Describir la construccién de las representaciones irreducibles del grupo si-

métrico mediante los médulos de Specht.

Expresar una descripcion explicita de la representacion de los grupos simé-

tricos mediante las tablas de Young.

VI



CAPITULO 1

PRELIMINARES.

1.1. Funciones o Aplicaciones (Mapeos).

Uno de los conceptos verdaderamente universales que abarca casi todos los
aspectos de las matemadticas, es el de funcién o aplicacién de un conjunto en otro.
Se puede decir con toda seguridad que no hay parte de las matematicas donde

esta nocién no se presente o no desempefie un papel principal.

Definicién 1.1.1. Sean S y T conjuntos; una funcién o aplicacion f de S en T es una

regla que asigna a cada elemento s € S un elemento iinicot € T.

Si s es un elemento dado de S, entonces hay solamente un elemento t de T que

es asociado a s por la aplicacion.

Definicién 1.1.2. Una aplicacion f : S — T es suprayectiva o sobre sitodot € T es

imagen bajo f de algiin s € S; esto es, si y solo si, dado t € T, existe un s € S tal que

t= f(s).
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Si se define f(S) = {f(s) € T|s € S}, otra manera de expresar que la aplica-

cién f : S — T es suprayectiva, es diciendo que T = f(S).

Definicién 1.1.3. Se dice que una aplicacion f : S — T es inyectiva o uno a uno
(abreviado 1-1) sipara sy # sy en S, f(s1) # f(s,) en T. En forma equivalente, f es

1-1si f(s1) = f(s,) implica s; = sy.

Definicién 1.1.4. Se dice que una aplicacion f : S — T es una correspondencia biyec-

tiva o biyeccién si f es a la vez inyectiva y suprayectiva.

Luego de contar ya con la nocién de aplicacion y haber sefialado varios tipos
especiales, nos podriamos preguntar: ;qué se puede realizar con ellas?. Como se
verd a continuacién, se puede introducir una operacién de combinacién de apli-

caciones en ciertas circunstancias.

Definiciéon 1.1.5. Sig: S — Ty f : T — U, entonces la composicion (o producto)

denotado por f o g, es la aplicacién f o g : S — U definida mediante

(fog)(s) = f(g(s)) paratodos € S.

Para que la composicién de las aplicaciones g y f tenga sentido, el conjunto
terminal T de la aplicacién g debe ser el conjunto inicial de la aplicacién f. Un caso
especial en el que siempre se pueden componer dos aplicaciones cualesquiera, es

cuando S = T = U, esto es, cuando S se aplica a si mismo.

Lema1l.11. Sig:S — Ty f: T — U son ambas inyectivas, entonces fog : S — U

también es inyectiva.
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Demostracién: Supongamos que

(fog)(s1) = (fog)(s2) dondesy,sr € S

Asi tenemos:

(fog)(s1) = (fog)(s2) = f(g(s1)) = f(g(s2)); por definicion
= g(s1) = g(s2); fesl-1

= 51 =35y gesl-1

Asicomo (fog)(s1) = (fog)(s2) = s1 = sy, entonces concluimos que la apli-

cacion f o g es inyectiva.ll

1.2. A(S) (Conjunto de las aplicaciones inyectivas de

S sobre si mismo)

Se concentrard el interés en aplicaciones particularmente de un conjunto no
vacio S en si mismo, es decir, se considerard el conjunto A(S) de todas las aplica-
ciones inyectivas de S sobre si mismo. En nuestro trabajo se abordara el caso en el
que S sea un conjunto finito.

Cuando S tiene un nimero finito de elementos, digamos n, A(S) recibe el nombre
de grupo simétrico de grado n y se denota por S, en el capitulo 2 se le dedicard

un estudio mds profundo a Sj,.
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Lema 1.2.1. A(S) satisface lo siguiente:
a) f,g € A(S) implica que f o g € A(S).

b) f,8,h € A(S) implicaque (fog)oh= fo(goh).

c) Existe un elemento (la aplicacion identidad i) tal que f oi = io f = f para toda

f e A(S).
d) Dada f € A(S), existeuna g € A(S)(g = f 1) talque fog=gof =1

Demostracion: Definimos A(S) = {f € S|f:S — S, con [ inyectiva}.
a) Se cumple por el lema 1.1.1.

b) Sean f,g,h € A(S) y s € S. Entonces,

((fog)oh)(s) = (fog)(h(s)) = f(g(h(s)))

(fo(goh))(s)=fo((goh)(s)) = f(g(h(s)))

De esto se concluye que: ((fog)oh)(s) = (fo(goh))(s) paratodos € S. Asi
por definicién concluimos que (fog)oh = fo(goh).

c) Sea f € A(S). Sabemos que la aplicacién identidad 7 esta definida como
i:S— Sli(s) =s para todo s € S; ademads i es inyectiva, por lo tanto i € A(S).
Falta probar la igualdad.

Sea s € S, entonces

(fei)(s) =f(i(s)) = f(s) y (iof)(s)=i(f(s)) = f(s)
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Por lo tanto se cumple queio f = foi = f para todo f € A(S).

d) Sea f € A(S).Como S es finito y f es inyectiva, entonces f es sobreyectiva. Asi,
dado s’ € S, existe uns € S tal que f(s) = s’y por ser f inyectiva este s’ es tnico.
Ahora falta probar las igualdades.

Definimos

Seas’ €8S,

(fof ) =ff7H() = f(s') =5 =s

Por otra parte sea s’ € S,

o) =fHfs) = fI() =s =1is

Por lo tanto se cumple que fo f ! = flof =i W

Nos gustaria saber ahora cudntos elementos hay en A(S) cuando S es un conjunto
finito que consta de n elementos.

Para tal efecto, supéngase que cierta cosa se puede efectuar de r maneras diferentes
y que una segunda cosa independiente de la primera se puede hacer de s maneras
diferentes. ;De cuantas maneras diferentes se pueden llevar a cabo ambas cosas
juntas? La mejor forma de averiguarlo es hacer una ilustraciéon de esto en un
contexto concreto. Supéngase que hay r caminos que van de Chicago a Detroit

y s caminos que van de Detroit a Chicago (r no es necesariamente igual a s, pues-
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to que algunos de estos caminos pueden ser de un solo sentido). ;De cuantas
maneras se puede realizar el viaje redondo de Chicago a Detroit? Evidentemente,
por cada camino que se tome de Chicago a Detroit se tienen s opciones para el
regreso. Se puede empezar el viaje desde Chicago de r maneras distintas, por lo

tanto se puede completar el viaje redondo de

s+s+..+s=rs maneras diferentes
N————

r veces

Resulta claro que se puede extender la realizacion de dos cosas independien-
tes a m de ellas, para cualquier entero m > 2. Si la primera se puede efectuar
de 71 maneras distintas, la segunda de 7, modos, ..., la m—ésima de r,, mane-
ras distintas, entonces todas juntas se pueden llevar a cabo de ri7;...r,, modos

diferentes.
Lema 1.2.2. Si S tiene n elementos, entonces A(S) consta de n! elementos.

Demostracion: Sea f € A(S), donde S = {x1,x2,...,x,}. De aqui f tiene n
opciones para enviar a x1, porque se puede enviar bajo f a cualquier elemento
de S. Pero ahora f no es libre de enviar a x; a cualquier lugar, porque como f es
inyectiva, se debe tener f(x1) # f(x2).

Asi que x; se puede enviar a cualquier elemento excepto a f(x1). Por lo tanto,
f puede asignar a xp, n — 1 imagenes diferentes. Continuando de esta manera,

tenemos que f puede enviar x; hacia n — (i — 1) imdgenes diferentes. Por lo tanto,
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el nimero de opciones de lugares para enviar a los x;; dondei = 1,...,n bajo la
funcion fesden(n —1)(n—2)---(2)(1) = nl.

Por lo tanto queda demostrado el teorema.ll

1.3. Definiciones y Propiedades de Grupo.

Dado cualquier conjunto no vacio S, el conjunto A(S) no es nada mds un
conjunto solo, sino que tiene una estructura mucho maés rica. La posibilidad de
combinar dos elementos de A(S) para obtener otro elemento de A(S), dota a este
conjunto de una estructura algebraica. Si f,g € A(S), se combinan luego para
formar la aplicacion fg definida por (fg)(s) = f(g(s)) para todo s € S. Se llamé
a fg el producto de f con g y se verifico que fg € A(S), y que este produc-
to obedecia ciertas reglas. De las innumerables posibilidades se seleccionaron de
algin modo cuatro reglas particulares que gobiernan el comportamiento de A(S)
referente a dicho producto.

Estas cuatro reglas fueron:

1. Cerradura, a saber, si f,g € A(S), entonces fg € A(S). Se dice que A(S) es

cerrado respecto a este producto.
2. Asociatividad, esto es, dadas f, g, h € A(S), entonces f(gh) = (fg)h.

3. Existencia de un elemento unidad, a saber, existe un elemento particular

i € A(S) (la aplicacion identidad) tal que fi = if = f para toda f € A(S).
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4. Existencia de inversas, esto es, dada f € A(S) existe un elemento en A(S),

denotado por f~1, talque ff~! = f~1f =i

En realidad, la historia de esta materia transcurrié bastante tiempo para reconocer
que estas cuatro propiedades desempefiaban el papel clave. Sin mas que decir

pasamos a la siguiente definicién:

Definicién 1.3.1. Se dice que un conjunto no vacio G es un grupo si en él hay una

operacion x tal que:

1. a,b € Gimplicaqueaxb € G. (Esto se describe diciendo que G es cerrado respecto

a*).

2. Dados a,b,c € G implica que a* (b c) = (axDb) * c. (Esto se describe diciendo

que es vdlida la ley asociativa en G)

3. Existe un elemento especial e € G tal que a xe = exa = a para todo a € G (e se

llama elemento identidad o unidad de G) .

4. Paratodo a € G, existe un elementob € G tal que ax b = b x a = e.(Este elemento

b se escribe como a~! y se llama inverso de a en G).

Estos cuatro postulados definen un grupo (llamados los axiomas de grupo)
fueron modelados, después de todo, a la manera de aquellos que son vélidos en
A(S).

A la operacion * en G se le suele llamar producto, pero no tiene nada que ver con
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el producto tal como se conoce en los enteros, racionales, reales o complejos. De
hecho, un grupo en general no necesita en absoluto tener relacién con un conjunto

de ntimeros.

Ejemplo 1.3.1. Sea G = Z el conjunto de los niimeros enteros y * la adicién ordinaria,

+, en Z. Probar que G es un grupo.

Prueba:
i) ;Z es cerrado?
Sea a,b € Z. Como la suma de un ntiimero entero es nuevamente un nimero
entero entoncesa +b € Z. Como a*b = a+ b € Z entonces concluimos que Z es
cerrado.
ii) ¢Z es asociativo?.

Sea a,b,c € Z, entonces tenemos:

ax(bxc) = a+ (bxc); por definicion de *
= a+ (b+c); por definicion de *
= (a+0b)+c leyasociativa
= (axb)+c por definicién de *

= (axb)xc por definicion de *

Asi, se tiene que a x (b * c) = (axb) * c. Por lo tanto concluimos que Z es asocia-

tivo.



Definiciones y Propiedades de Grupo 10

iii) ;Existe el elemento identidad?

Seaa,b,e € Z,donde ¢ es el elemento identidad en Z.

axe=a = a+e=a; pordefiniciéon de *
— —a-+a+e=—a+a existencia del inverso aditivo

— ¢e=0, —a+a=0

Asi el elemento identidad existe y es e = 0. Falta probar que éste es tinico. Sea

e, e’ € Z identidades, entonces

axe=aNaxe =a = a+e=aAla+¢ =a pordefinicion de *
— a+e=a+¢; igualacion

— —a+a+e=—a+a+e; existencia del inverso

— e=¢; —at+a=0
Por lo tanto concluimos que el elemento identidad existe y es tinico.
iv) ;Existe el elemento inverso?
Sea a,b € Z, donde b es el elemento inverso de a en Z. Ademds sabemos que

e = 0, entonces
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axb=e = a+b=0 pordefiniciéon de *
— —a+a+b=—a+0; existenciadel inverso
— 0+b=—-a —a+a=0

— b=—a, 0+b=0D

Asi el elemento inverso existe y es b = —a. Falta probar que éste es tinico.

Sean b, b’ € Z inversos, entonces

axb=eNaxbl=e = a+b=eANa+b =e pordefinicion de x
= a+b=ua+0l'; igualacion
— —a+a+b=—-a+a+0l; existenciadel inverso

— b=V, —a+a=0

Por lo tanto concluimos que el elemento inverso existe y es tnico.
De todo lo anterior concluimos que G = Z es un grupo ya que satisface todos los

axiomas de éste.

Definicién 1.3.2. Se dice que un grupo G es un grupo finito si consta de un niimero

finito de elementos. El miimero de elementos de G se llama orden de G y se denota por |G]|.

Si S tiene tres o mds elementos, se pueden encontrar f,¢ € A(S) tales que
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fg # gf. Esto sugiere sefialar como especiales aquellos grupos G en los cuales

axb=>bxaparatodoa,b e G.
Definicién 1.3.3. Se dice que un grupo G es abeliano si ax b = b * a para todoa,b € G.
Lema 1.3.1. Si G es un grupo, entonces:

a) Su elemento identidad es 1inico.

b) Todo a € G tiene un inverso vinicoa ! € G.

c) Sia € G, (a_l)fl = a.

d) Paraa,b € G, (ab) ' = b1a~?

Demostracion:
a) Sean ¢,¢’ € G identidades.
Como e es identidad en G tenemosa = e*a = a* e ; paratodoa € G.

Asie = ¢ xe =exe’ =¢'.Porlo tanto e = ¢’ y queda probado a).

b)Seaa € Gya~!,binversos de a.

1 1

Por ser inversos se cumple que, a™ " *a =a*xa - =eybxa=axb=e.

1

Luego, b = bxe = bx (axa ') = (bxa)xa ! = exa ! = a~l. De donde se

1

concluye que b = a~ " asi el inverso es tnico.

c)Seaa,a”! € G.
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Sabemos que (a’l)_l* al=ceyalx« (cfl)_1 =e.

1 1

Pero ademés a™! xa = axa~! = e. Asf que a es un inverso de a~!, luego por b) se

tiene que a € G, (a_l)fl =a.

d) Seana,b € G.

Sabemos que (a % b) * (a*b) ' = e, entonces

(axb)x(axb) ' =e=>ax(bx(axb) ') =¢ ley asociativa
— (a txa)x (bx(ax b)fl) —a lxe existencia del
inverso multiplicativo
—s ex(bx(axb) ') =a"1; existencia de la identidad
— (b xb)x(axb) ' =b"1xa"l; existencia del
inverso multiplicativo

= ex* (ax b)f1 = b lxa"l; existencia de la identidad

= (ax* b)f1 = b lxa!; existencia de laidentidad

Por lo tanto hemos probado el lema. B
Lema 1.3.2. En todo grupo Gsia,b € Gy:
a) ab = ac, entonces b = c.

b) ba = ca, entonces b = c.
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Demostracion: a) Sea a *x b = a * ¢, entonces

axb=axc = a 'x(axb)=a'x(axc); existencia del inverso
— (a7 '*xa)xb=(a"'xa)xc; leyasociativa
— exb=-¢exc;, existencia de laidentidad

—> b=y, existencia de la identidad

b) Sea b x a = c * a, entonces

bxa=c+xa = (bxa)xa '=(cxa)*a !, existencia del inverso

— bx(a*xa ') =cx(axal); leyasociativa
—> bxe=cx*xe, existencia de laidentidad

—> b =, existencia de laidentidad

Por lo tanto queda probado el lema. H

14
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1.4. Subgrupos.

Un grupo G se distingue de un conjunto ordinario por el hecho de que est4
dotado de una operacién y que cumple ciertos axiomas establecidos. Asi que es
natural exigir que dichos axiomas se cumplan en G con respecto a la operaciéon
establecida. Una vez que se tiene esto, se llega casi de inmediato al concepto de

subgrupo de un grupo.

Definicién 1.4.1. Un subconjunto no vacio H de un grupo G se llama subgrupo de G, si

H mismo forma un grupo relativo al producto de G y se denota por H < G.

Todo grupo G tiene automaticamente dos subgrupos obvios, a saber, G mismo
y el subgrupo que consiste solo del elemento identidad e. A estos dos subgrupos
se les llama subgrupos triviales.
Cuando se trata de verificar si un subconjunto dado de un grupo es o no un sub-
grupo, ya no es preciso comprobar uno de los axiomas que definen un grupo, a
saber, la ley asociativa. Puesto que la ley asociativa es vélida universalmente en
un grupo G, dado cualquier subconjunto A de G y tres elementos cualesquiera de
A, laley asociativa desde luego es valida para ellos. Asi que para un subconjunto
dado A de G, se debe comprobar si A es cerrado respecto a la operacién de G, si
e esta en A y finalmente, dado a € A, entonces a~! también estd en A. En otras

palabras:
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Lema 1.4.1. Un subconjunto no vacio A C G es un subgrupo de G si y sélo si A es

cerrado con respecto a la operacion de G, y dado a € A, entoncesa~! € A.

Demostracién:
” = ”. Supongamos que un subconjunto no vacio A C G es un subgrupo de G.
Si A C G, por ser A un subgrupo se tiene que A es cerrado con respecto a la
operaciéon de G y se cumple que a~! € A.
” <= ". Supongamos que A es cerrado con respecto a la operacién de G, y dado
a € A, entoncesa ! € A.
Probaremos que A forma un grupo relativo al producto de G.
Por la definicién 1.3.1 solo falta probar que se cumple la ley asociativa en G y que
existe el elemento identidad.

Asociatividad: Sean a,b,c € A.

a,bce A—a,b,cec GGACG

Asise cumple (a*b) *xc =ax (b=c); por lo tanto A es asociativo.

Elemento identidad: Sean a € A.

a€A = a '€ A; porhipotesis

1

— axa =e € A; porhipétesis

— ec A
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Asi concluimos que A es subgrupo de G. B

Definicién 1.4.2. Si H es un subgrupo de G, y a € G, entonces Ha = {halh € H}. A
Ha se le llama clase lateral derecha de H en G. Similarmente aH = {ah|h € H} es

llamada clase lateral izquierda de H en G.

1.5. Teorema de Lagrange.

El teorema simplemente dice que en un grupo finito el orden de un subgrupo
divide al orden del grupo.
Para refinar el argumento de este teorema el cual se debe a Lagrange y para em-
plearlo posteriormente muchas veces haremos una breve descripcion hacia la teo-

ria de conjuntos.

Definicién 1.5.1. Una relacién ~ en un conjunto S se llama relacién de equivalencia si

satisface: para todo a,b,c € S
a) a ~ a (reflexiva).
b) a ~ bimplica que b ~ a (simetria).
c) a~ b,b~ cimplica que a ~ c (transitividad).

Desde luego, la igualdad ” = ” es una relacién de equivalencia, de modo que
la nocién general de relacion de equivalencia es una generalizacion de la de igual-

dad.
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Ejemplo 1.5.1. Sea S = {a/b con a,b € Z,b # 0} el conjunto de expresiones
cocientes. Verifiquese directamente que m/n ~ r/s si y sélo si ms = nr es una relacion

de equivalencia en el conjunto S.

Para probar que existe una relacién de equivalencia basta probar que se satis-
facen las propiedades de la definicién 1.5.1.
Reflexividad: m/n ~ m/n, ya que mn = nm.
Simetria: Si m/n ~ r/s, entonces, ms = nr. De donde rn = sm, por lo tanto se
concluye que r/s ~ m/n.
Transitividad: Seanm/n,r/s,u/v € Stalesquem/n ~r/syr/s ~ u/v, entonces
m/n~r/s=— ms=mnr 1)
r/s~u/v— rv=us 2)

Por otra parte tenemos:

mvs = wvms; propiedad conmutativa
= onr; porl)
= nrv; propiedad conmutativa

= nus; por2)

Como mvs = nus; ademds s # 0, tenemos mv = nu. Asim/n ~ u/v.

Asi se establece que ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto S.
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Ejemplo 1.5.2. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Para a,b € G, definasea ~ b

siab~! € H.

Probaremos que la relacién definida es una relacién de equivalencia:
Reflexividad: Puesto que e € Hy aa~! = ¢, se tiene que a ~ a.
Simetria: Si ab~! € H, entonces puesto que H es un subgrupo de G,
(ab=1)"" € H.Pero (ab~1) ' = (b_l)_la_1 = ba~!, asi que ba~! € H, por consi-
guiente b ~ a. Asi que a ~ b implica b ~ a.
Transitividad: Sia ~ by b ~ ¢, entoncesab~! € Hy bc~! € H. Pero
(ab=1)(bc™!) = ac™1, de donde ac™! € H y por tanto a ~ c.

Asi tenemos que la relacion ~ definida es una relacién de equivalencia.

Definicién 1.5.2. Si ~ es una relacion de equivalencia en S, entonces se define [a] la clase

de a mediante [a] = {b € S|b ~ a}.

Teorema 1.5.1. Si ~ es una relacion de equivalencia en S, entonces S = U [a|, donde esta

unién pasa sobre un elemento de cada clase, y donde [a] # [b] implica que
[ajn{o]l =¢.

Demostracion: Puesto que a € [a], se tiene que S = U,cs [a]. Ahora para de-
mostrar que [a] # [b] implica que [a] N [b] = ¢ lo haremos por el contrareciproco,

es decir, probaremos que si [a] N [b] # ¢ entonces [a] = [b].
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Supongamos que [a] N [b] # ¢ yseac € [a] N [D].

celalNb] = cela)Acelb]; deficnicion de interseccién
= c~aAc~b: definiciéon 1.5.2
= a~b; definicion 1.5.1 ¢)

—> a € [b]; definicion1.5.2

Ahora sea x € [a], entonces x ~ a, pero por el hecho anterior tenemos que a ~ b
y esto da lugar a x ~ b de donde x € [b], asi [a] C [b]. Por otra parte sea x € [b],
entonces x ~ b, pero como a ~ b esto da lugar a x ~ a de donde x € [a]. Asi
[b] C [a].

Por lo tanto se ha probado [a] = [b]. y queda probado el teorema. B

Lema 1.5.1. Hay una correspondencia biyectiva entre dos clases laterales derechas cua-

lesquiera de H en G.

Demostracion: Por la definicién 1.5.2 tenemos Ha = {ha|h € H}. Ahora defi-
nimos:

f:Ha — Hb

fiha —s hb

Para probar que f es biyectiva basta con probar que estd bien definida, que es

inyectiva y sobreyectiva.
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f esta bien definida: Sea hia, hoa € Ha tales que hya = hpa.

ha =hya = hjaa~ ' = hpaa™'; existencia del inverso multiplicativo

—> hy = hp; existencia de la identidad
= b = hyb; multiplicacién por b

= f(hya) = f(hpa); definicién de f

Asi f estd bien definida.

Inyectiva: Sea hya, hpa € Ha tales que f(hya) = f(hpa).

f(hya) = f(hpa) = h1b = hyb; definicion de f
— Iybb ! = hybb~!; existencia del inverso
multiplicativo
= hy = hy; existencia de la identidad

= hja = hpa; multiplicacion por a

Por tanto f es inyectiva.
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Sobreyectiva: Sea y € Hb.

ye€e Hb = y=hb; paraalginh c H
= yb " =h;, existencia del elemento inverso
— (yb"Y)a = ha; multiplicacién por a

— m=ha;, m=(yb ')a€ Ha

Asi f es sobreyectiva. Por lo tanto existe una biyeccion entre las clases laterales

derechas. B

Teorema 1.5.2. (Teorema de Lagrange) Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de

G, entonces el orden de H divide al orden de G.

Demostracién: En el ejemplo 1.5.2 se estableci6 que la relacion
a ~ bsiab~! € H es una relacion de equivalencia, ademads por la definicién 1.5.2
tenemos:

[a]) = Ha = {halh € H}

Sea k el namero de clases distintas denotadas por Hay, Hay, ..., Hay. Por el teore-
ma 1.5.1 se tiene que G = Ha; UHay U... U Hay y que Ha; N Haj = ¢ sii # j.

Por el lema anterior hay una correspondencia biyectiva entre dos clases latera-
les. Por tanto He y Ha; tienen el mismo numero de elementos y es |H|. Como

G = Ha; UHay U... U Hay entonces |G| = |Hay| + |Hay| + ... + |Hag| = k|H|;
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asi se tiene |G| = k|H|. Por consiguiente |H| divide a |G| y con esto se prueba el

teorema de Lagrange. B

Definicién 1.5.3. Sean G un grupoy a € G. El conjunto A = {a'|i es cualquier entero}

se llama subgrupo ciclico de G generado por a.

1.6. Homomorfismos y Subgrupos Normales.

En cierto sentido el tema de la teoria de grupos es elaborado a partir de tres
conceptos basicos: el de homomorfismos, el de subgrupo normal y el de grupo o
factor cociente de un grupo por un subgrupo normal. A continuacién se habla un
poco sobre teoria de homomorfismos.

Sabemos que una aplicacion relaciona elementos de un conjunto con los de otro.

Definicién 1.6.1. Sean G, G’ dos grupos; entonces una aplicacion ¢ : G — G’ es un

homomorfismo si se cumple:

¢(ab) = @(a)e(b); para todo a,b e G.

Examinemos la idea que hay detras de la condicién ¢(ab) = ¢(a)@(b) para
que ¢ : G — G’ sea homomorfismo. Esta condicién es lo tinico que distingue a un
homomorfismo de una simple transformaciéon de G en G’ . Asegura que ¢ es una
transformacién que relaciona estructuras. La estructura algebraica de G esta por

completo determinada por la operacién binaria en G, y la de G’ estd por completo
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determinada por la operacion binaria en G'. En la condicion ¢(ab) = ¢(a)¢(b), la
operacion ab en el lado izquierdo ocurre en G, mientras que la operacién ¢(a)¢(b)
del lado derecho, ocurre en G'. Asi, la condicién para ser homomorfismo relaciona
la estructura de G con la de G'.

Mostramos un ejemplo para ilustrar la idea de Homomorfismo. Pero antes defi-
namos a Z,: Sea Z el conjunto de los enteros y n > 1, un entero fijo. Y definamos
a=bmodn,sin|(a—D).

La clase de 4, [a], consiste de todos los a 4 nk, donde k recorre todos los enteros y
se llama clase de congruencia de a.

Dado cualquier entero b se tiene por el teorema de Euclides, b = gn 4 r, donde
0 < r < n. Asi que las n clases [0], [1], ..., [n — 1] proporcionan todas las clases de

congruencia. Asi Z, = {[0],[1], ..., [n — 1]}

Ejemplo 1.6.1. La transformacion natural y de Z en Z,, dada por y(m) = r; donde r es

el residuo de m al dividirlo entre n, es un homomorfismo.

Es necesario observar que:

r(s+t) =v(s) + ()

s=qn+r;— (1);
t=gqpn+r — (2),0<r <n.

Entonces y(s) = r1, y(t) = rp. Asi: y(s) + y(t) = (rq + r2) mod n.
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Esto esr{ +rp = q3n +r3 para 0 < r3 < n, entonces y(s) + y(t) = rs.

Sumando (1) y (2) obtenemos:

s+t = qmntrtqntry por(l)y ()
= (q1+q2)n+r +ry factor comin
= (q1+q2)n+ (g3n +r3); por definicién

= (q1+9g2+4g3)n+rs; factor comian

y 0 < r3 < n. Asi también tenemos: y(s + t) = r3 y por lo tanto hemos probado el
homomorfismo.
En las funciones reales de variable real encontramos funciones inyectivas y sobre-

yectivas, algo similar ocurre con los homomorfismos. Es decir.

Definicién 1.6.2. El homomotfismo ¢ : G — G’ se llama monomorfismo si ¢ es
inyectiva. Un homomorfismo que es sobreyectivo se denomina epimotfismo. Los homo-

morfismos que son monomorfismo y epimorfismo a la vez se denominan isomorfismos.

Existe una relaciéon de homomorfismos entre las identidades de los grupos

G, G/, que se plantea en el lema siguiente:
Lema 1.6.1. Si ¢ es un homomorfismo de G en G', entonces:
a) ¢(e) =€, el elemento unidad de G'.

b) ¢(al-V) = (q)(a))(fl) para todo a € G.
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Demostracién: Sean ¢ : G — G/, un homomorfismo entre grupos.

a) Sea ey ¢ las identidades de G y G/, respectivamente. Y sea x € G.

x€ G — x=xe; elementoneutro.
= ¢(x) = ¢(xe); aplicamos ¢.
¢(x) = @(x)p(e); @ es homomorfismo.

—
= ¢(x)¢’ = ¢p(x)p(e); elemento neutro en G'.
—

b) Seaa € G.
1€G = aa ' =e¢ existencia del elemento inverso en G
— @aa ) = ¢(e); aplicamos ¢.
— ¢(a)p(a ') =¢; ¢ eshomomorfismo.
= (@(0))_1(([7(61)(/?(01_1)) = ((p(a))_le’; existencia del inverso en G’
= ((¢(a))'p(a))g(a™") = (¢(a))™"; ley asociativa.
— (gl ) = (p(a)); G es grupo.
— ¢(a ') =(¢(a))"!; elementoneutroen G’. W

La imagen de ¢, que es ¢(G), se define como ¢(G) = {¢(a)|a € G}.
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Teorema 1.6.1. Si ¢ es un homomorfismo de G en G', entonces la imagen de ¢ es un

subgrupo de G.
Demostracién: Aplicando el Lema 1.4.1, tenemos:

1. ¢@(G) es cerrado?. Sean 1,2 € ¢(G), entonces:

y1,¥2 € ¢(G) = y1 = ¢(x1) A y2 = ¢(x2); para algunos x1,x; € G.

Luego:

iy = @(x1)p(x2) = y1y2 = ¢(x1x2); @ es homomorfismo.
= Y2 =¢(x); x=x02€G

= Y142 € ¢(G)

Asi se tiene que ¢(G) es cerrado bajo la operaciéon de G'.

2. ;Todo elemento de ¢(G) posee inverso?. Sean y € ¢(G).

y€@(G) = y=¢(x) € ¢(G) CG; paraalgtnx € G.

— y = (px)) Ly ! €G; elemento inverso en G’
— y =gk !),x! € G; ¢ eshomomorfismo

— v = p(w)w=x"

— y ! € ¢(G); por definicién de ¢(G)

Por lo que todo elemento de ¢(G) posee inverso en ¢(G). De los resultados de los
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incisos 1) y 2) se concluye que ¢(G) es un subgrupo de G. B

Teorema 1.6.2. (DE CAYLEY) Todo grupo G es isomorfo a algiin subgrupo de A(S),

para un S apropiado.

Demostracién: Sea G un grupo dado, A(G) el conjunto de todas las aplica-
ciones inyectivas de G en G (se considera a G simplemente como un conjunto en
A(G)). Definamos la aplicacion T, : G — A(G) mediante la regla de correspon-
dencia T,(x) = ax paratodox € Gya € A.

Ahora veamos a que es igual el producto T,;T;, de T, y T; como aplicaciones de

A(G):

(TaTp)(x) = Tu(Tp(x)); definicion de aplicaciéon en A(G)
= T,(bx); por definicion de T,
= a(bx); por definicién de T,
= (ab)x;ley asociativa

= T,(x); por definicion de Ty,

Asi se tiene que T, T, = T,,. Ahora definamos la aplicacién ¢ : G — A(G) me-
diante ¢(a) = T,, para a € G. Comprobemos que ¢ es un homomorfismo de

grupos.



Homomorfismos y Subgrupos Normales 29

Seana,b € G.

a,be G = ¢(ab) = T,,; por definicién de ¢
— ¢(ab) = T,Ty; por propiedad de T,

— ¢(ab) = ¢(a)@(b); por definicién de ¢

Asi tenemos que ¢ es un homomorfismo de G en A(G).

Probemos que ¢ es inyectiva. Sean a,b € G tal que ¢(a) = ¢(b).

p(a) = (b) = T, = Tj; por definiciéon de ¢
= a = T,(e) = Ty(e) = b; por definicion de T; coni € G

= a = b;porigualdad

Por lo que ¢ es inyectiva.
Pero ¢ en general no es sobre, es decir, si G tiene orden n > 2, entonces A(G) tiene
orden n!, y puesto que n! > n, no existe la posibilidad de que ¢ sea sobre. Dado
que ¢ es un homomorfismo de grupos, por el Lema 2.4.5, tenemos que ¢(G) es un
subgrupo de A(G). Restringiendo el rango de ¢ a ran(¢) = ¢(G), tenemos que ¢
es sobreyectivo. Y asi tenemos que ¢ es un isomorfismo de G en ¢(G), por lo que

se concluye G ~ ¢(G). R
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Definicion 1.6.3. Si ¢ es un homomorfismo de G en G, entonces el niicleo de ¢, K(¢),

se define por K(¢) = {a € G|¢(a) =¢'}.

Lema 1.6.2. Si w' € G’ es de la forma ¢(x) = w’, entonces

{y € Gloly) = w'} = k(g)x.

Demostracién: Por hipétesis tenemos, si w’ € G’ es de la forma ¢(x) = w'.

Sea A = {y € Glo(y) = w'} y sea k(¢)x = {nx|n € k(¢)}. Probaremos el lema
por doble inclusion.

7 C”. Seay € A.

y ¢(y) = w'; por hipotesis
¢(y) = ¢(x); por hipétesis.
o(y)(p(x))7! = @(x)(@(x))"}; existencia del elemento inverso
o(y)p(x~1) = ¢’; ¢ es homomorfismo y propiedad de grupo.
¢(yx~1) = ¢/; p es homomorfismo
yx~! € K(¢); definicién de K(¢)

1

yx = n; definicién de K(¢)

y = nx; existencia del elemento inverso

I T T T A A

y € K(¢)x; por hipétesis
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Asi se tiene que A C k(¢)x.

"D "”.Seay € K(¢)x.

y € K(p)x y = nx; por hipotesis

yx ! = n; existencia del elemento inverso

yx~! € K(g); definicién de K(¢)

@(yx~1) = ¢; definicién de K(¢)

o(y)p(x1) = ¢’; ¢ es homomorfismo
go(y)(qo(x))*l(qo(x)) = ¢ ¢(x); existencia del inverso.
¢(y) = ¢(x); propiedad de grupo.

¢(y) = w'; por hipétesis

A T T T A

y € A; por definicién de A

Asi se tiene que A D k(¢)x. Luego concluimos A = k(¢)x. B
Teorema 1.6.3. Si ¢ es un homomorfismo de G en G', entonces

a. k() es un subgrupo de G.

b. Dadoa € G, a~'K(¢)a C K(¢).

Demostracion:

a. Por definicién sabemos que k(¢) = {a € G|¢(a) = ¢'}, aplicando el Lema

1.4.1.
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L k(@) # ¢ ya que ¢(e) = €; ¢ es homomorfismo.

II. k() es cerrado. Sean a,b € k().

a,bek(p) = ¢a)=¢ N @(b) =¢; definicion del k().

= ¢(a)p(b) = ¢; multiplicacién de ¢’ por €.

I

@(ab) = ¢’;  es homomorfismo.

= ab € k(¢); por definicién de ntcleo.

III. Existencia del inverso. Sea a € k(¢).

a€k(p) = ¢(a) =¢; definicion del k(¢)
— [p(a)]"! = (¢')71; existencia del inverso.

p(a~!) = ¢, ¢ es homomorfismo

I

a1 € k(¢); por definicién de nicleo

!

Por I), IT), IIT) concluimos que k(¢) es un subgrupo de G.
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b. Seay € a 'k(¢)a.

-1

yca'k(gp)a = y=a 'xa,x € k(¢p);definicion de a~'k(¢)a
— ¢(y) = ¢(a'xa); Aplicacion de ¢
= ¢(y) = ¢(a~")p(x)¢(a); ¢ es homomorfismo
= ¢(y) = [9(a)] e’ ¢(a); ¢ es homomorfismo
— ¢(y) = [p(a)] ' ¢(a); Elemento neutro
— ¢(y) = ¢/; Multiplicacién por el Inverso.
—> y € k(¢); por definicion de nucleo

De donde concluimos que a~'k(¢)a C k(¢p). R

Teorema 1.6.4. Si ¢ es un homomorfismo de G en G’, entonces ¢ es un monomorfismo
siy sélosi K(¢) = {e}.

Demostracion:

7

= ”. Supongamos que ¢ es un monomorfismo de G en G’. Probaremos que

K(g) = {e}, es decir a) K(g) C {e}, b) K(g) 2 {e}.

a) K(¢) C {e}.Seax € K(¢).

x € K(¢) = ¢(x) = €’; por definicion del K(¢)
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Y dado que ¢(e) = ¢/, por el Lema 1.6.1, tenemos:
que ¢ P

p(x) = ¢p(e) = x = e; ¢ es monomorfismo

= x € {e}; por definiciéon de {e}

b) K(¢) 2 {e}. Dado que ¢(e) = ¢/, por Lema 1.6.1 se tiene que K(¢) 2 {e}.

De los resultados de a) y b) concluimos que K(¢) = {e}.

” <= ". Supongamos que K(¢) = {e}. Y sean x1, x, € G tales que

@(x1) = p(x2).

p(x1) = @(x2) ¢(x1)(@(x2)) " = ¢'; propiedad de grupo
@(x1)@((x2)™1) = ¢/; lema 1.6.1b)
¢(x1(x2)71) = ¢/; ¢ es homomorfismo
x1(x2) 7! € K(¢); definicién del K(¢)

x1(x2) 7! = ¢; por hipétesis K(¢) = {e}

el bl

X1 = Xp; propiedad de Grupo

Asi se tiene que ¢ es un monomorfismo. Wl

Definicién 1.6.4. Se dice que un subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si

a~'Na C N para todo a € G.

Expresamos "N es un subgrupo normal de G" mediante el simbolo abreviado
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N«G.

Teorema 1.6.5. N < G si y sélo si toda clase lateral izquierda de N en G es una clase

lateral derecha de N en G.

Demostracién:
"=—": Sean los conjuntos Na = {na|n € N}, aN = {an|n € N} las clases laterales
izquierda y derecha de N en G, y supongamos que N < G.

Sea x € Na

x € No = x =na; paraalginn € N

a~'x = a " na; existencia del inverso en G

!

a 'x € a~'Na; definicién de a ' Na
a~lx € N; por hipétesis N <1 G
a 'x =h; paraalginh € N

-1

aa~ " x = ah; multiplicacién por a

x = ah; existencia de la identidad en G

el bl

x € aN; definicién de aN

Por lo que Na C aN. La otra inclusién se obtiene similar, asi Na = aN.
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"e—".Sea x € a 'Na.

x€a 'Na = x =a 'na; por definicién de a~'Na

ax = aa”'na; multiplicacién por a

ax = na; existencia de la identidad

ax € Na = aN; por hipétesis Na = aN

ax = ah; para algin h € N y definicién de aN
-1

a lax = a—lah; existencia del inverso en G

x = h; existencia de la identidad

el

x € N; dadoqueh € N

Asf tenemos que a~!Na C N, es decir N<G. B

1.7. Grupos Factores y Teoremas de Homomorfismos.

Definicién 1.7.1. Si N es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo de las clases
laterales de N bajo la operacién inducida es el grupo factor de G médulo N y se denota por

G/ N. Las clases laterales son las clases residuales de G modulo N.

Teorema 1.7.1. SiN< Gy G/N = {[a]|a € G} = {Nala € G}, entonces N< G es un

grupo relativo a la operacién [a][b] = [ab].

Demostracién: Probaremos que G/ N es un grupo.
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I. Cierre. Dados Na, Nb, entonces NaNb = Nab; Por definicion

II. Asociatividad. Probaremos que dados Na, Nb, Nc € G/ N, entonces

(NaNb)Nc = Na(NbNc).

(NaNb)Nc = (Nab)Nc; definicion de clases
= N(ab)c; definicién de clases
= Na(bc); asociatividad
= Na(Nbc); definicién de clases

= Na(NbNc); definicion de clases

111. Elemento neutro. Sabemos que Ne = N. Entonces NaNe = Nae = Nay

NeNa = Nea = Na, asi que NaNe = NeNa = Na.

IV. Elemento inverso. Sea Na € G/ N.Entonces,

Na(Na)~' = NaNa~! = Naa—! = Ne.

De los resultados de los incisos anteriores se tiene que G/N es un Grupo.ll
Ahora empezamos una parte esencial en la teorfa de homomorfismos, son los co-
nocidos teoremas de homomorfismos.

Sea G un grupo y ¢ un homomorfismo de G sobre G’. Si K es el nucleo de ¢,
entonces K es un subgrupo normal de G, por consiguiente se puede formar G/K.

Resulta realmente natural que debe haber una relaciéon muy estrecha entre G’ y
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G/K. Dicha relacioén la describe el primer teorema de homomorfismos.

Teorema 1.7.2. (PRIMER TEOREMA DE HOMOMORFISMOS). Sea ¢ un homo-
morfismo de G sobre G’ con niicleo K. Entonces G' ~ G/K, y el isomorfismo entre ellos
es efectuado por la aplicacién

1P:G/K—>G'

Definida por p(Ka) = ¢(a).

Demostracién: A continuacion probaremos que ¢ estd bien definido, que es
homomorfismo, que es un epimorfismo y que es un monomorfismo.

L. ¢ es funcién: Sea Ka, Kb tal que Ka = Kb.

Ka =Kb = kja = kpb; para algunos ki, k; € K

!

¢(kia) = @(kyb); aplicamos ¢
¢(k1)p(a) = ¢p(ka)@(b); ¢ es homomorfismo
¢ p(a) = ¢ ¢(b); definicion de ¢

¢(a) = ¢(b); elemento neutro

bl

P(Ka) = ¢(Kb); definicion de i
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IT.  es homomorfismo: Sea Ka, Kb € G/K, entonces

P (KaKb) = y(Kab); por definicion de producto de clases
= ¢(ab); definicién de ¢
= ¢(a)p(b); ¢ es homomorfismo

= (Ka)yp(KDb); definicion de ¢

Por lo que ¥ es un homomorfismo.

III. i es un epimorfismo: Sea y € G'.

y€G' = dae Gtalque ¢(a) =y; ¢ essobre
—> Ka € G/K; definicién de G/K

= (Ka) = y; definicién de ¢

De donde 1 es un Epimorfismo.
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IV. ¢ es Monomorfismo: Sean Ka, Kb € G/K tal que ¢(Ka) = ¢(Kb).

P(Ka) = ¢(Kb) ¢(a) = @(b); definicién de ¢

@(a)((0))™! = ¢(b)(p(b))"}; existencia del inverso
@(a)p(b™1) = ¢/; existencia de la identidad

@(ab™') = ¢’; ¢ es homomorfismo

ab~! € K; definicién del nicleo

ab~'=ky, conk; € K

ab~'b = kyb; existencia del inverso

ae = kqb; existencia del inverso

a = kq1b; elemento neutro.

a € Kb; definicién del Kb

e

Ka = Kb; definicién de clases

Asi i es monomorfismo. B
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Teorema 1.7.3. (SEGUNDO TEOREMA DE HOMOMORFISMOS).
Supdngase que la aplicacién ¢ : G — G’ es un homomorfismo de G en G’ con niicleo

K. Si H' es un subgrupo de G' y si
H={a € G|¢p(a) € H}

entonces H es un subgrupode G, H D K, y H/K ~ H'. Finalmente si H' <1 G’, entonces

H<G.
Demostracién: Vamos a demostrar que H es un subgrupo de G.

I) H cumple la propiedad de cierre. Seana,b € H.

a,be H = ¢(a) € H,¢(b) € H'; definicién de ¢
= ¢(a)g(b) € H'; H es cerrado dado que es subgrupo de G’
= ¢(ab) € H'; ¢ es homomorfismo

—> ab € H; definicién de H

11) Todo elemento de H es invertible. Seaa € H.

a€H = ¢(a) € H'; definicién de H
— (¢(a))"! € H'; dado que H' < G’ existe el inverso
— ¢(a 1) € H; ¢ eshomomorfismo

— 4! € H; deficinicion de H
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Asipor el Lema 1.4.1, se concluye que H es subgrupo de G.

Ahora demostramos que H D K. Sea a € K.

a€ K = ¢(a) =¢; definicién del nticleo
= ¢(a) € H'; dado que H' < G/, H' contiene a ¢’

—> a € H; definiciéon de H.

De donde H D K.

Ahora probaremos que H/K ~ H'.

Restringiendo ¢|y : H — H'. Se tiene que ¢ es inyectiva y sobreyectiva y por el
teorema anterior se tiene que H/K ~ H'.

Ahora probaremos que si H' << G/, entonces H < G.
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Sea x € a—'Ha.

xXEeEa

]
A I

x =a 'ha, paraalginh € H

¢(x) = @(a"ha); aplicando ¢

¢(x) = p(a He(h)p(a); ¢ es homomorfismo

¢(x) = (¢(a)) "M ¢(a), € H; ¢ es homomorfismo
¢(x) =b""1'b; b = ¢(a)

¢(x) € b~ H'D; por definicién

¢(x) e H; H <G’

X € H; definicion de H

Por lo tanto s 'Ha C H.. Asi H < G.

Teorema 1.7.4. (TERCER TEOREMA DE HOMOMORFISMOS).

43

Si la aplicacion ¢ : G — G’ es un homomorfismo de G sobre G' con niicleo K, entonces

siN'<G' y N = {a € Glg(a) € N'}, se concluye que G/N ~ G'/N'. En forma

equivalente, G/N ~ (G/K)/(N/K).

Demostracién: Definamos ¢ : G — G’/ N’ dada por ¢(a) = N'¢(a).

Epimorfismo: Sea x € G'/N'.

Como ¢ es sobreyectiva,para x € G'Ja € G tal que ¢(a) = x.

p(a) =x = N'x = N'g(a) = p(a)
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De donde 1 es sobreyectiva.

Homomorfismo: Sean a,b € G.

a,b € G = (ab) = N'¢(ab); definiciéon de ¢

—

—

—

y(ab) = N'g(a)@(b); ¢ es homomorfismo
P(ab) = (N'g(a))(N'p(b)); definicién

P(ab) = ¢(a)y(b); definiciéon de ¢

De donde 1 es homomorfismo. ;Quién es el nticleo de §?

Sea M el nticleo de i y seaa € M.

aeM

a€e N

—

!

bl

¢(a) = N'¢(a); definicién de ¢
¢(a) = N’; definicién del ntcleo de i
@(a) € N’; definicion del nicleo de ¢

M C N.

@(a) € N'; Por definicion de N
N’ = N'¢(a) = y(a); Definicién de
a € M; Definicién de ntcleo de 3

NCM

44
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Asi se tiene que M = N.
Y luego por el primer teorema de homomorfismos G/N ~ G'/N'.
Por el segundo teorema de homomorfismos N/K ~ N’. Asi concluimos que

G/N ~ (G/K)/(N/K).

1.8. El Teorema de Orbita-estabilizador.

Definicién 1.8.1. Sea G un grupo, y X un conjunto. Una accién de G sobre X es una
familia de aplicaciones.

O={¢,: X —X:9€G}
que cumple los siguientes axiomas:
(A1) ¢Pe(x) = x

(A2) ¢a (Pp(x)) = Pap(x)

Definicién 1.8.2. Dada una accion ® de un grupo G sobre un conjunto X, y un elemento

x € X, se llama estabilizador de x al conjunto

Gy = {g € G:g(x) =x}

Teorema 1.8.1. En las condiciones de la definicion anterior, Gy < G.

Demostracién: El axioma (A1) de la definicién anterior asegura que el elemen-

to neutro de G pertenece a Gy.



El Teorema de Orbita-estabilizador 46

El axioma (A2) asegura que, sia, b € Gy, entonces,

Pap(x) = Pa (Pp(x)) = Pa(x) = x

Por lo que ab € G,.

Ahora sea a € Gy se tiene que

$a1 (x) = $p-1 (Pa(x)) = ¢e(x) = x

por lo que a~! € G,. Asi se concluye que Gy < G.

Teorema 1.8.2. Dada una accion ® de un grupo G sobre un conjunto X, la relacion
definida segiin

X ~p Yy = JgeG:ps(x)=y
es de equivalencia y se lee x relacionado y bajo la accién de P.

Demostracién: Por el axioma (A1) tenemos x~gx.

Ahora sea x~gy, entonces ¢, (x) = y para algtin g € G. Asf,

¢g*1(y) = ¢g*1 (4’g(x)) = (nglg(x) = 4)e(x) = x

de esto se obtiene que y~gx.
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Por tdltimo, si X~y Y y~az, entonces ¢po(x) =y y ¢ (y) = z. Asi,

z=Pn(y) = Pn(¢g(x)) = Pg(x)

Por lo tanto x~gz. Asi queda demostrado el teorema. ll

Definicién 1.8.3. La clase de equivalencia de un elemento x € X bajo la relacién de la

proposicion anterior recibe el nombre de 6rbita de x. Se define como:
orb(x) = {y € X|y~ox}

Teorema 1.8.3. (Orbita-estabilizador) Sea ® una accion de un grupo G sobre un con-
junto X. Para cada x € X,

lorb| = GEX

Demostracién: Definamos 6 : orb(x) — G% mediante 6(x) = 0(¢q(x)) = ¢Gx
para todo x en orb(x)

6 esta bien definida: Supongamos que ¢, (x) = ¢, (x), entonces
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Po(x) = pn(x) = ¢-1(x)Pg(x) = Py-1(x)Py(x); existencia del inverso
— ¢h71g(X) = ¢, 1,(x); homomorfismo
—> ¢p1,(x) =x; existencia de la identidad
= h'g€Gy; definicién
—

gGy = hGy;  definicién

Asi concluimos que 6 esta bien definida.

0 es inyectiva: Supongamos que 0 (¢ (x)) = 6 (¢,(x)), entonces

0 (pg(x)) =0 (pn(x)) = gGx =hG,; por definicién
— hl¢g€ G, por definicién

— cph,lg(x) = x; por definicién

Asi ¢ (x) = ¢y, ((,bh,lg(x)) = Ppp14(x) = ¢(x). De donde 6 es inyectiva.

0 es sobreyectiva: Como cada gG; es 6 (¢ (x)) por definicién, entonces 6 es so-
breyectiva.

Por tanto, 6 es una biyeccién, y sus conjuntos dominio e imagen poseen el mismo

cardinal. Asi queda probado el teorema. Bl



CAPITULO 2

REPRESENTACIONES DE GRUPOS.

Iniciamos nuestro estudio del grupo simétrico estableciendo algunos concep-
tos de éste, asi también, con sus representaciones. En primer lugar, debemos pre-
sentar algunos resultados generales sobre las representaciones del grupo que se-
rén de utilidad en nuestro caso especial (grupo simétrico). La teoria de la represen-
tacion puede ser expresada en términos de matrices o de médulos, consideramos
ambos enfoques y luego volvemos a la teorfa asociada de caracteres. Todo nues-
tro trabajo utilizard los nimeros complejos como el campo de base con el fin de

facilitar algunos aspectos de nuestro trabajo.

49
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2.1. Conceptos Fundamentales.

En esta seccion se presentan algunas terminologias bésicas y la notacién de las
representaciones del grupo simétrico.
Sea G un grupo escrito en forma multiplicativa con la identidad e; a lo largo de
este trabajo, G es finito a menos que se indique lo contrario. Ya familiarizados
con las propiedades elementales de los grupos (clases laterales, el teorema de La-
grange, etc.) que se encuentran en el capitulo 1, procedemos a estudiar el grupo
simétrico, S,;, que consta de todas las biyecciones de {1,2,...,n} a si mismo uti-
lizando la composicién como la multiplicacién. Los elementos 77 € S, se llaman
permutaciones. Multiplicamos permutaciones de derecha a izquierda. (De hecho,
componemos todas las funciones de esta manera.) Por lo tanto 7tc es la biyeccién
obtenida aplicando primero ¢, seguido de 7.
Si 7t es una permutacién, entonces hay tres notaciones diferentes que podemos

usar para este elemento. Notacion de dos lineas es la matriz
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Entonces su forma de dos lineas es:

1 23 45

23145

Debido a que la linea superior es fija, podemos omitirla para obtener la notacién
de una linea.

Por altimo, podemos presentar 7 usando la notacién de ciclo. Dado que
i€{1,2,.,n}yn(i) € {1,2,..n}, los elementos de la sucesion i, 7t(i), 7> (i),
73(i), ... no pueden ser todos distintos. Tomando la primer potencia p tal que

7P (i) = i, tenemos el ciclo
(i, (i), (i), ..., TP~ 1(7))

De manera equivalente, el ciclo (i, ], k, ..., I) significa que menviaiaj, jak, ..y
I de nuevo a i. Ahora recoger un elemento que no esté en el ciclo que contiene i
e iterar este proceso hasta que todos los miembros de 1,2, ..., n se han utilizado.

Nuestro ejemplo del Gltimo péarrafo se convierte en
m=1(1,23)(4)(5)

en notacién de ciclo. Ciclicamente permutar los elementos dentro de un ciclo o

ciclos de reordenacién de los mismos no cambia la permutacion. Asi

(1,2,3)(4)(5) = (2,3,1)(4)(5) = (4)(2,3,1)(5) = (4)(5)(3,1,2)
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Un k-ciclo o ciclo de longitud k, es un ciclo que contiene k elementos. La permu-
tacion anterior consta de un ciclo de 3 y dos de 1-ciclo. El tipo de ciclo, o simple-

mente el tipo, de 7t es una expresién de la forma

(1™, 2m2, .., n'n),

donde m es el nimero de ciclos de longitud k en 77. En el ejemplo anterior de la

permutacién 7t el tipo de ciclo es
(12,29,31,49 50,

Un 1-ciclo de 7t se llama un punto fijo. Los nimeros 4 y 5 son puntos fijos en

2

nuestro ejemplo. Una involucién es una permutacion tal que 7~ = e.

Otra forma de dar el tipo de ciclo es como una particiéon. Una particién de 7 es

una secuencia ordenada
A= (A1, A2 s Ap)

donde los A; van decreciendo y 2521 A = n. Asik se repite my veces en la particion

correspondiente al tipo de ciclo de 7r. Nuestro ejemplo corresponde a la particion
A=(311).
Recordemos que en cualquier grupo G, los elementos ¢ y h son conjugados si

¢ = khk!
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para algunos k € G. El conjunto de todos los elementos conjugados a un determi-
nado g se llama la clase de conjugaciéon de G y se denota por K,.

Volviendo a S;, podemos probar que si
7T = (i1,12, o i) =+ * (imy iyt 1s oer In)
en notacion de ciclo, entonces para cualquier o € S,
oot = (o(i1),0(i2), ., (i) =+ - (0 (im), O (ims1), s 0 (in))

Probaremos que esto se cumple para una permutacion de un ciclo. Tomemos un
ciclo 71’ = (ip, ipt1,.,1q); P < 4.

Fijamos un elemento j de cualquier permutacién de S,. Se tienen dos casos, el
primero cuando j € 71y el otro cuando j ¢ 7.

Caso 1: Supongamos que j € 7.

jen=clj)en v ol(j) ¢

Suponemos que 0~ 1(j) € 7.
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Asi:

(0 (ip iptt,wrig) () = olipipi1, . ig)o ()

= 0o(ip, Lyt eees ig)(iy); p<r<gq

oli1) s p<r<q = (+)

Consideremos ():

(0(ip ips1, i) () = lirga) s p<r<g
= (U’(ip),a'(ip+1),...,U'(iq))a'(ir) ;p<r<g

= (0(p),0(ips1), - 0(ig))(j) s p <71 <9

Por lo que 0'(ip, ipy1, ..., ig)0 1 = (0(ip), 0 (ips1), . 0 (ig))
Ahora consideremos ()
(@ lipsipar, i)™ )() = oliy) ;=g

= (U’(ip),o'(ip+1),...,U(iq))g(ir) ;r=gq

= (‘T(ip)/ ‘T(ipH)/ Y ‘T(iq)) (j)

Por lo tanto

a(ip,ip+1,...,iq)a :(a(ip),a(ip+1),...,a(iq))

54
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Ahora suponemos que 0~ ! ¢ 71, entonces (ip, ip+1, ..., i) (01 (j)) = 07 1(j)

Asi

(@ ipsip 1, er i)™ VG) = (g mnig)o ™) ()

= o(e}(j))

= (o(ip), o (ipt1), - 0 (ig)) ()

Por lo tanto tenemos

-1

0(ip,ips1,nrig)o = (0(ip),0(ips1), ..., 0(ig))

Caso 2: Similar al anterior.

Asi concluimos que dicha igualdad se cumple para cualquier permutacién de S,.
La demostracién para el caso 2 j ¢ 7, es similar. De ello se desprende que dos
permutaciones estan en la misma clase de conjugacion si y sélo si tienen el mismo
tipo de ciclo. Asi, hay una correspondencia biyectiva natural entre las particiones
de n y clases de conjugacion de S,.

Podemos calcular el tamafio de una clase de conjugacion de la siguiente manera.

Sea G cualquier grupo y considere el centralizador del ¢ € G definido por

Zg=1{heG:hgh ' =g},
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es decir, el conjunto de todos los elementos que conmutan con g. Ahora por el
teorema 1.8.3 de orbita-estabilizador, hay una biyeccién entre las clases laterales

de Z y los elementos de K,, de manera que

G
K| = 1S &)

|Zs]

donde |- | denota la cardinalidad. Ahora sea G = S, y utilizar K, por K, cuando

g tiene el tipo A.

Proposicién 2.1.1. Si A = (1™,2™2,..,n™"), y ¢ € Sy es de tipo A, entonces |Zg|

depende sélo de A y

20 Y1 Zg] = 1" 2y
Prueba: Cualquier i € Z; puede permutar cualquiera de los ciclos de longitud
i entre ellos mismos o llevar a cabo una rotacién ciclica en cada uno de los ciclos
individuales (o ambos).
Como hay m;! maneras de hacer la primera operacién, es decir, de permutar los
ciclos y i" maneras de llevar a cabo una rotacién, por el principio de la multipli-

cacion obtenemos la igualdad. B

d
1 :igual por definicién
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Por lo tanto la ecuacion 1 se especializa en el caso del grupo simétrico a la formula

n! n!

k = — =
A zy  1"™mq12"2my! - - - n"nmy,!

(2)

donde k) = |K,]|.
De particular interés es la clase de conjugacion de las transposiciones, que son
aquellas permutaciones de la forma T = (i,j). Las transposiciones generan S,

como grupo; de hecho, el grupo simétrico es generado por las transposiciones

adyacentes (1,2),(2,3), ..., (n — 1,n).

Definicién 2.1.1. Si m = 74T - - - Ty, donde el T; son transposiciones, a continuacion,

definimos el signo de 7t como

sgn(m) = (—1)"

Se puede demostrar que sgn estd bien definida, es decir, es independiente de
cualquier descomposicién particular de 7t en transposiciones. Sea T = T - - - Tk
y 0 = p1p2---p;, donde las 7; y p; son transposiciones tales que ¢ = 7, a con-
tinuacion definimos sgn () = (1) y sgn(o) = ( —1)!, de donde tenemos que
sgn(m) = sgn(c) siempre y cuédndo k, j sean ambos pares o impares a la vez. Una

vez que se establecié que sgn estd bien definida, se deduce que

sgn(m)sgn(c) = (1) (~1) = (~1)*! = sgn(rwo)
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Por lo tanto

sgn(m)sgn(o) = sgn(mo) (3)

lo cual demuestra que S, — £1 es un homomorfismo de grupos. De hecho, este

es un ejemplo de un caracter(representaciéon de grado 1).

2.2. Representaciones Matriciales.

Una representacion matricial puede ser pensada como un medio para modelar
un grupo abstracto con un grupo concreto de matrices. Después de dar la defini-
cién precisa, nos fijamos en algunos ejemplos.

Sea C el conjunto de los nameros complejos. Sea Mat ;(C) el conjunto de todas las
matrices d x d con las entradas en C. Esto es el dlgebra’ de matrices complejas de

grado d°.

Definicién 2.2.1. El grupo lineal general complejo de grado d, denotado por GL;(C),

es el grupo de todos los X = (x;;), ., € Maty(C) que son invertibles con respecto a la

dxd

multiplicacion.

Definicién 2.2.2. Una representacion matricial de un grupo G es un homomorfismo
de grupos

X:G — GLy(C)

2Un 4lgebra es un espacio vectorial con una multiplicacién asociativa de vectores (por tanto
también la imposicién de una estructura de anillo en el espacio.)
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De manera equivalente, a cada ¢ € G se le asigna X(g) € Mat;(C) de tal

manera que:

1. X(e) = I la matriz identidad

2. X(gh) = X(g)X(h) para todo g, h € G.

El pardmetro d se llama el grado, o dimensidn, de la representacién y es denotado
por degX.

Sea e € G, sabemos que e = gg~!, entonces

X(e) = X(ggil) — [ = X(g)X(gil); por las condiciones 1 y 2
— X(g) ' =X(g) ' X(g)X(g™"); existencia del inverso

= X( g)_1 = X(g71); existencia de la identidad

Asilas condiciones 1y 2 implican que X(g) ' = X(g~ 1), por lo que estas matrices

estan en GL;(C).
Las representaciones mds simples son las de grado 1. Nuestros dos primeros ejem-

plos son de este tipo.

Ejemplo 2.2.1. Todos los grupos tienen la representacion trivial, que es el envio de cada

g € Galamatriz (1).

Esto es claramente una representacién porque X(e) = (1) y
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para todo g,h € G. A menudo usamos 1 o simplemente el nimero 1 en si para

denotar la representacion trivial de G.

Ejemplo 2.2.2. Encontrar todas las representaciones unidimensionales del grupo ciclico

de orden n, C,,.

Sea g un generador de C,, es decir,

Co=1{888,....8"=¢}

Si X(g) = ¢,¢ € C, entonces determinamos la matriz de todos los elementos de

Cy, como sigue

X(g") = X(gg---g); por definicién

n veces

= X(9)X(g)---X(g); por propiedad 2

n veces

= cc---¢; X(g)=c

n veces

= (", por definicién

Pero por la propiedad 1 tenemos

por lo que ¢ debe ser una enésima raiz de la unidad. Es evidente que cada una de

tales raices da lugar a una representacion, por lo que hay exactamente n represen-
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taciones unidimensionales para C.

Ejemplo 2.2.3. Encontrar todas las representaciones unidimensionales del grupo ciclico

de orden 4, Cy.
En particular, sean = 4y Cy = {e, g,¢%, ¢} Por el ejemplo 2.2.2 sabemos que
si definimos X : C4 — C, entonces

e— X(e)=1, g— X(g) =c¢, g2 »—>X(g2) =2

7

gr—X@g)=c y g X@gH)=c=1

De donde c debe ser una raiz cuarta de la unidad. Calculando estas raices obte-
nemos 1,1, —1, —i. Si las cuatro representaciones correspondientes se denotan por

XM x2) xG) x4 entonces podemos construir una tabla:

elg [& 18
xOl1]l1 |1 |1
X@1]i | =1]-i
XGl1]=1]1 [ =1
X1 =i | =11

Cuadro 2.1: Representaciones unidimendionales de Cy

donde la entrada en la fila i y la columna j es X()(g/). Este es un ejemplo de
una tabla de caracteres, un concepto que vamos a desarrollar més adelante. Ade-
mads la representacion trivial forma la primera fila de la tabla.

Por supuesto hay otras representaciones de C4 de mayor grado. Por ejemplo, po-
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demos dejar

Sin embargo, esta representacion es en realidad una combinacién de X 1) y X (2),
Veremos que cada representacién de C, se puede construir de esta manera usando
las n representaciones de grado 1 como bloques de construccion.

Ya hemos visto una representacién no trivial de S,, que es el signo. De hecho, la
ecuacion 3 se limita a decir que la aplicacion X(7r) = (sgn(7r)) es una representa-
cién, llamada la representacién signo.

También es de gran importancia la representacién de definicion de S;;, la cual es
de grado n. Si m € S, entonces establecemos que X(7r) = (xi,]-)nxn, donde se

define como
1 sin(j) =i

xl-,]' =

0 en otro caso
\

Las matrices X (77) se llaman matrices de permutacion, ya que contiene sélo ceros

y unos, con un tinico uno en cada fila y columna.
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Ejemplo 2.2.4. Sea S con sus permutaciones escritas en notacion ciclo. Encontrar, las

matrices de la representacion de definicion.

Sea S3 ={¢,(1,2,3),(1,2),(1,3),(2,3),(1,3,2) } y definimos

X : S3 — GL3(C) tal que m — X(7)

Ahora para calcular el conjunto de matrices de la representacion de definicién
tenemos.
Por la definicién anterior se tiene que X(e) = Idzy3.

Sea 7T = (1,2) entonces

x10 =0yaquern(l) =2#i x1p=1yaquenm(2) =1=i
x13=0yaquen(3)=3#i xp1=1yaquen(l)=2=i
xp0 =0yaquenm(2) =1#i xp3 =0yaquew(3) =3#i
x31 =0yaquern(l) =2#i x3p=0yaquemn(2)=1+#i

x33=1yaquen(3) =3 =i

Asi formamos la matriz

Podemos observar que la permutacion (1,2) lo que hace es permutar la columna
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1 con la 2 de nuestra matriz identidad. Similarmente obtenemos

100 001
Xe)=1010 X((1L,3)=|o0 10 X((2,3))
00 1 100
001 01
X((1L,23)=(100 X((1L,32))=1|(0 0

1

64
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2.3. G-Moédulos y Algebra de Grupo.

Debido a que las matrices corresponden a las transformaciones lineales, pode-
mos pensar en representaciones en estos términos. Esta es la idea de un G-médulo.
Sea V un espacio vectorial. A menos que se indique lo contrario, todos los espacios

vectoriales seran sobre los niimeros complejos y de dimension finita.

Definicién 2.3.1. Sea V un espacio vectorial, GL(V') representa el conjunto de todas las
transformaciones lineales invertibles de V en si mismo, llamado el grupo lineal general

deV.

Definicién 2.3.2. Sea V un espacio vectorial y G un grupo. Entonces V es un G-médulo

si existe un homomorfismo de grupos
p:G— GL(V)

De manera equivalente.
V es un G-médulo si existe una multiplicacién, gv, de elementos de V por ele-
mentos de G tal que, para cualesquiera g, € G; v,w € V; y escalares c,d € C se

satisface lo siguiente:

l.goeV,

2. g(cv +dw) = c(gv) +d(gw),
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3. (gh)v = g(hv), y

4. ev =10

Mas adelante, "G-moédulo"se reducird a "moédulo’siempre y cuando no haya
confusion sobre el grupo en el que estemos trabajando.
Vamos a comprobar que las definiciones 2.2.2 y 2.3.2 son equivalentes. De hecho,
s6lo estamos utilizando gv como una abreviatura para la aplicacién de la transfor-
macion p(g) al vector v. Probaremos que partiendo de un G—moédulo podemos

llegar a una representaciéon matricial y viceversa. Para ello definimos lo siguiente:

p:G— GI(V)

gl—>pg:V—>V

v — pg(v) = gV
Por definicién de accién 1.8.1 se cumple que:
1. ps(e) =e

2. pg(pn(v)) = pgn(v)

Por lo tanto para llegar a una representaciéon matricial solo falta probar que pq es
lineal, homomorfismo y que es invertible.

{pg es lineal?
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Sean g,h € G, v,w € V,y A € C; por la equivalencia de la definicién anterior

tenemos:

pg(Av) = g(Av) = A(gD) = Apg(v)
pg(v+w) = g(v+w) =gv+ gw = pg(v) + pg(w)

Por lo tanto concluimos que py es lineal.
{pg €s homomorfismo?
Sean g,h € Gywv € V, por la propiedad 3 de la equivalencia de un G-médulo

tenemos,

pen(v) = gh(v) = g(hv) = pg(on(v))

Por lo tanto concluimos que pg es homomorfismo.
{pg es invertible?

Sean ¢,¢ ! € G yw € V. Por existencia del inverso en G tenemos,

Pgg1 (v) = pg(g_lv) =g(g)=(gg Hv=ev=10

pe14(0) = pg'(gv) =g (gv) = (g7 'gJv=ev =0

Por lo tanto tenemos que pg,-1(?) = po-1,(v) = Iy, donde Iy es la funcién iden-
tidad en V, por lo que p es invertible. Por lo tanto un G-médulo es equivalente a
una representacion matricial.

Ahora partiremos de una representaciéon matricial y llegaremos a un G—modulo;
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para ello definimos lo siguiente:
Dada una representacién matricial X de grado d, sea V el espacio vectorial C*
de todos los vectores columna de longitud d. Entonces podemos multiplicarv € V

por g € G usando la definicién

donde la operacion de la derecha es la multiplicacién de matrices. Asi para llegar
a un G—mddulo falta probar los cuatro axiomas de la equivalencia de esta defini-
cion.

Seangec G,o,wc VycdecC

1. gv € V por definiciéon

2. g(cv +dw) = c(gv) +d(gw)

g(co+dw) = X(g)(cv+ dw); producto de matrices
= X(g)(cv) + X(g)(dw); ley distributiva
= c(X(g)v) +d(X(g)w); propiedad de matrices

= ¢(gv) +d(gw); producto de matrices

Luego los axiomas 3 y 4 se cumplen por definicién de accién 1.8.1. Por lo tanto

hemos probado que las dos definiciones son equivalentes.
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Si S es cualquier conjunto con una multiplicaciéon por elementos de G satisfacien-
do 1,3, y 4, entonces se dice que G acttia sobre S. De hecho, siempre es posible
tomar un conjunto en el que acttia G y convertirlo en un G-médulo de la siguiente
manera. Sea S = {s1,52,...,.5n} y sea CS = C{sy,52,...,5n} que denota el espacio
vectorial generado por S sobre C; es decir, CS consiste de todas las combinaciones
lineales formales

C181 + €282 + ... + CySn

donde ¢; € C para todo i. La adicién vectorial y la multiplicacion por escalar en

CS se definen por

(c181 + €282 + ... + CuSn) + (d151 + dosa + ... + dySn)

= (c1 +d1)s1+ (ca +d2)s2 + ... + (cu + dp)Sn

c(c181 + €282 + ... + cuSn) = (cc1)s1 + (cc2)sa + ... + (ccn)sn)

respectivamente. Ahora la accién de G sobre S puede extenderse a una accién en

CS por linealidad:

Q- (c181 + 282 + ... +cusn) = c1(g51) + c2(g52) + ... + cn(g5n)
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para todo ¢ € G. Esto convierte a CS en un G-médulo de dimensién |S].

Definicién 2.3.3. Si un grupo G actiia sobre un conjunto S, entonces el médulo asociado
CS se llama la representacion de permutacion asociada con S. Ademds, los elementos

de S forman una base para CS llamada la base estdndar.
El ejemplo siguiente de G—moddulo es de esta forma.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el grupo simétrico Sy, con su accion habitual sobre

S=1{1,2,..,n}. Ahora

CS ={c11 4+ 22+ ...+ cun,c; € C para todo i}

Este es un Sy,- médulo bajo la accion

(11424 ...+ cyn) = c1t(1) + c2t(2) + ... + cp7t(n)

para todo 7T € S.

En particular, podemos seleccionar una base y determinar las matrices X(7r)
para 7t € S, en esa base. Consideremos S3 y el uso de la base estandar {1,2,3}.

Para encontrar la matriz para 7 = (1, 2), calculamos
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La matriz correspondiente a X(77) es la transpuesta de los vectores fila candnicos,

la cual es: t
010 010
X(L2)=]100|=]100
0 01 0 01

Al determinar el resto de las matrices de S3, se obtienen exactamente las mismas
que las de la representacion que se define en el ejemplo 2.2.4.

Ahora describimos una de las representaciones mas importantes para cualquier
grupo, la representacion regular (izquierda). Sea G un grupo arbitrario. Entonces
G acttia sobre si mismo por la multiplicacién a la izquierda:sig e Gyh € S =G,
entonces la accion de g en k1, g - h, se define como el producto usual en el grupo.

Asi, si G = {91, §2, .-, §n }, entonces tenemos el G—moddulo correspondiente

C[G] = {c181 + 282 + ... + cugn; ¢c; € C para todo i}

que se llama el dlgebra de grupo de G. Nétese el uso de corchetes para indicar que
se trata de un algebra, no sélo un espacio vectorial. La multiplicacion se obtiene
haciendo g;gj = gx en C[G] si g;g; = g en G, y la extension lineal. Ahora la accién

de G en el dlgebra de grupo se puede expresar como

g (181 + g+ ... +cngn) = c1(g81) + c2(382) + - + cn(ggn)
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para todo g € G.
Ejemplo 2.3.2. Encontrar la representacion regular de g del grupo ciclico Cy

Sea Cy = {e,g,$%, ¢°}, entonces

C[C4] = {c1e + c2g + c38* + cag® : ¢; € C para todo i}

Ahora para encontrar la matriz de g en la base estdndar tenemos

g e=g

$8=88=¢

¢ F =g =

38 =88=3

Asi la matriz correspondiente a g? es la transpuesta de los vectores fila canénicos

calculados, la cual es:

0010 0010

, 0001 0001

X(g7) = =
1000 1000
0100 0100

Si G acttia sobre cualquier espacio vectorial V, entonces también lo hace C[G]. En

concreto, si c1g1 + c282 + ... + cugn € C[G] y v € V, entonces podemos definir la



G-Médulos y Algebra de Grupo 73

accidn

(181 + 282 + .. + cugn) - v = c1(£19) + c2(20) + ... + €n(gn0).

De hecho, podemos ampliar el concepto de representaciéon de dlgebras: Una
representacion de un dlgebra A es un homomorfismo del dlgebra A en GL(V). De
esta manera, cada representacion de un grupo G da lugar a una representaciéon de
su algebra de grupo C[G].

Sea H subgrupo de G. Una generalizacién de la representacién regular iz-
quierda es la representacion de la clase lateral de G con respecto a H. Sea g1, 82, ---» §k
una transversal para H; es decir, H = {g1H, $2H, ..., gxH} es un conjunto comple-
to de clases laterales por la izquierda disjuntas para H en G. Entonces G acttia

sobre H haciendo

g (giH) = (g8i)H

para todo ¢ € G. El médulo correspondiente

CH ={cignH + c2g2H + ... + cxgxH : ¢, € C para todo i}

hereda la accion

9 (c1§1H + cogo0H + ... + ckgcH) = c1(gg1H) + c2(892H) + ... + cx(g2H).
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Si H = G, entonces esto se reduce a la representacion trivial. Por otra parte, cuan-
do H = {e}, entonces # = G y obtenemos la representacién regular de nuevo. En
general, la representacion por clases laterales es un ejemplo de una representaciéon

inducida.

Ejemplo 2.3.3. Sea G = S3 y H = {e, (2,3)}. Calculemos la matriz de (1,2) en la base

estandar H = {H, (1,2)H, (1,3)H}.

(1,2)-H = (1,2)H,
(1,2)-(1,2)H = H,
(1,2)-(1,3)H = (1,3,2)H = (1,3)H, dado que (1,3,2) y (1,3) estan en la misma

clase. Asi se tiene que la matriz correspondiente a la permutacién (1,2) es :

Después de encontrar algunas matrices, podemos darnos cuenta que aun no he-
mos redescubierto la representaciéon de definicién. La razén de esto se explica

cuando consideramos isomorfismo de médulos en la seccién 1.6.
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2.4. Reducibilidad.

Una idea que impregna toda la ciencia es que las grandes estructuras pueden
ser entendidas dividiéndolas en sus piezas mds pequefias. Lo mismo ocurre en la

teorfa de la representacion.

Definicién 2.4.1. Sea V un G-médulo. Un submédulo de V es un subespacio W que es

cerrado bajo la accion de G, es decir,

weW=g-wecW

para todo § € G. También se dice que W es un subespacio G-invariante. Equivalente-
mente W es un subconjunto de V que es un G-médulo derecho. Escribimos W <V si W

es un submaédulo de V.

Como es habitual, exponemos la definicién con algunos ejemplos.

Ejemplo 2.4.1. Cualquier G-médulo, V, tiene los submédulos W =V, asi como
W = {0}, donde 0 es el vector cero. Estos dos submddulos se llaman submdédulos tri-

viales. Todos los otros submddulos se llaman no triviales.

Ahora veamos un ejemplo no trivial de un submédulo.
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Ejemplo 2.4.2. Considere G = S,, n > 2,y V = C{1,2,...,n} (la representacién de

definicién). Con ello, tomar

W=C{1+2+..+n}={c(1+2+..4+n):ceC};

es decir, W es el subespacio unidimensional generado por el vector 1 +2 + ... +n. Com-

probar que W es un submédulo.

Para comprobar que W es cerrado bajo la accion de Sy, es suficiente demostrar
que

7t -w € W para todo w en alguna base para W y todo 77 € S,,.

Pero

m-(14+24+..+n)=n1)+122)+..+7t(n)=14+24+...+ncW,

debido a que la aplicacién de 7 a {1,2,...,n} simplemente devuelve el mismo
conjunto de niimeros en un orden diferente. Por lo tanto W es un submédulo de
V que no es trivial, ya quedimW =1y dimV =n > 2.

Puesto que W es un médulo para G situado en el interior de V, podemos pre-
guntarnos qué representacion obtenemos si se restringe la acciéon de G a W. Pero
acabamos de demostrar que cada 7t € S, envia el vector delabasel +2+-...+na

si mismo. Por lo tanto X(71) = Iy es la matriz correspondiente donde Iy es la fun-
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cién identidad en W, y hemos encontrado una copia de la representacion trivial
en C{1,2,..,n}.En general, para un espacio vectorial W de cualquier dimension,
si G fija todos los elementos de W, decimos que G acttia trivialmente en V.
Veamos de nuevo a la representacion regular. Supongamos que

G = {21,842, ..,gn } con el dlgebra de grupo V = C[G]. Usando la misma idea que

en el ejemplo anterior, sea

W=Clg1+£ + -+ 8nl

el subespacio unidimensional generado por el vector suma de todos los elementos

de G. Para verificar que W es un submédulo, tomar cualquier g € G y calcular:

g (§1+g+..+8n)=881+88+ . +88n =81+ + ..+ EW

porque multiplicando por g simplemente permuta los elementos de G, dejando la
suma sin cambios. Como antes, G actaa trivialmente en W.
Ahora introducimos las representaciones irreducibles que seran los componentes

bésicos de todos los demaés.



Reducibilidad. 78

Definicién 2.4.2. Un G-mddulo distinto de cero V es reducible si contiene un submoédu-
lo no trivial W. De lo contrario, V se dice que es irreducible. Equivalente, V es reducible

si tiene una base B en el que a cada § € G se le asigna una matriz de bloques de la forma

4)

donde los A(g) son matrices cuadradas, todas del mismo tamario, y 0 es una matriz

no vacia de ceros.

Para ver la equivalencia, supongamos que V de dimensién d tiene un submo-

dulo W de dimensién f,0 < f < d. Luego sea

B = {wl,wz, ...,wf,fo,fo, ., 04, }

donde los primeros f vectores son una base para W. Ahora podemos calcular la
matriz de cualquier § € G con respecto a la base B. Puesto que W es un sub-
modulo, gw; € W para todoi,1 < i < f. Por lo tanto las dltimas coordenadas
d — f de gw; seran todas cero. Como se observa en la matriz X(g) la cual tiene la
matriz cero en la esquina inferior izquierda. También hemos demostrado que la
A(g),g € G, son las matrices de la restriccion de G a W. Por lo tanto, todas ellas
deben ser cuadradas y del mismo tamario.

Por el contrario, supongamos que cada X(g) tiene la forma dada con cada A(g)
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siendo f x f.Sea V = C?y considerar

W = C{el,el, ...,ef},

donde e; es el vector columna con un 1 en la fila i-ésima y ceros en el resto (la base
estandar para C%. A continuacién, la colocacién de los ceros en X(g) nos asegura
que X(g)e; € Wparal <i < fytodo g € G.Por lo tanto W es un G-médulo, y
es no trivial porque la matriz de ceros es no vacia.

Claramente, cualquier representacién de grado 1 es irreducible (por definicién).
De los ejemplos anteriores, tanto la representacién de definicién para S, y el dlge-
bra de grupo para un G arbitrario son reducibles sin > 2y |G| > 2, respectiva-

mente.

Ejemplo 2.4.3. Vamos a ilustrar el enfoque alternativo a través de matrices usando la

representacion de definicion de Ss.

Debemos extender la base {1 +2 + 3} para W a una base para V = C{1, 2, 3}.

Para ello tomemos elementos que sean linealmente independientes, asi elegimos

B={1+2+3,2 3}

X(e) sigue siendo la matriz identidad 3 x 3. Para calcular X((1, 2)), fijamos la
accion en 7w = (1, 2) de nuestra base,

m142+3=m(1+2+3)=14+2+3
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m-2=m2)=1=(1+2+3)-2-3
n-3=m3)=3
Asi que
1 1 0
X((1L2)=1]0 -10
0 -1 1

Haciendo los cdlculos similares en los elementos restantes de S3 verificamos que:

100 10 1 100
XEe)=1010 X((L3)=101 -1 |, X(@23))=|00 1|,

0 01 00 -1 010

10 1 1 1 0
X((1,23)=00 -1 |, X(1L3,2)=]0 -1 1

01 -1 0 -1 0

Observemos que todas estas matrices tienen la forma:

El 1 que esta en la esquina superior izquierda viene del hecho que S3 actta trivial-
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mente sobre W.

2.5. Reducibilidad Completa y Teorema de Maschke.

En esta seccidon llevaremos las matrices de un G-mddulo reducible a la forma

diagonal por bloques

para todos ¢ € G. Esta es la nocién de una suma directa.

Definicién 2.5.1. Sea V un espacio vectorial con subespacios U y W. Entonces V es la
suma directa (interna) de Uy W, denotado V = U @ W, si cadav € V puede escribirse

de manera tinica como una suma

v=u+t+wuclweclN.

Si V es un G—médulo y U, W son G—submddulos, entonces se dice que U y W son
complementos uno de otro.
Si X es una matriz, entonces X es la suma directa de las matrices A y B, denotado

X = A B, si X tiene la forma del bloque diagonal
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Para ver la relaciéon entre las definiciones del médulo y la matriz, sea V un
G—moédulo con V = UH W, donde U, W < V. Dado que se trata de una suma

directa de espacios vectoriales, podemos elegir una base para V

B = {ul,uz, .. ,uf, w(f+1),w(f+2), v ,wd},

tal que {u,uy, .. .,uf} es una base para U y {w(f+1),w(f_,_2), ...,Wgq}, es una base

para W. Como U y W son submédulos, tenemos

guicUygwj € W

para todos ¢ € G,u; € Uy w; € W. Por lo tanto la matriz de cualquier ¢ € G en

la base B es

donde A(g) y B(g) son las matrices de la accién de G restringiendo a Uy W, res-
pectivamente.

Volviendo a la representacion de definiciéon de S3, vemos que

V=C{1,2,3} =C{1+2+3} ©C{2,3}

como espacios vectoriales. Pero mientras que C{1 42 + 3} es un S3—submédulo,
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C{2,3} no lo es (por ejemplo, (1,2) -2 = 1 que no esta en C{2,3}). Asi que tene-
mos que encontrar un complemento para C{1 +2 + 3}, es decir, un submédulo

U tal que

C{1,2,3} =C{1+2+3} o U

Para encontrar un complemento, se introduce un producto interno en C{1,2,3}.

Dados dos vectores i,j en la base {1,2,3}, sea su producto interior

(i,j) =dj= (5)

donde J; ; es delta de Kronecker.

Ahora extendemos por linealidad en la primera variable y conjugado de lineali-
dad en la segunda para obtener un producto interno en todo el espacio vectorial.
De manera equivalente, tenemos la definicién del producto de dos vectores dados

v=x1+y2+2z3,w =al+ B2+ 93 como

(v,w) = x&x + yB + 7,

donde x,y,z,a, B,y € C y la barra denota la conjugacién compleja.
Ahora probaremos que ésta definicion satisface todos los axiomas de un producto

interno.
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Sea u=al+02+c3, v=x1+1y2+2z23 vy w=al+p2+93

con a,b,¢c,x,y,z,a,B,v€C.

1. (u,v) = (v,u)

(u,v) = ax+ by + cz ; por definicién de producto interior
— Xa+yb+ 2zt ; propiedad de conjugacién
= x@+ yb + z¢ ; propiedad de conjugacién

= (v,u) ; por definicién de producto interior

2. (u+v,w) = (u,w)+ (v,w)

(u+v,w) = (a+x)a+ (b+y)B+ (c+2z)7; producto interior
= ax+x&+bB+yp +cy +z7 ; ley distributiva
= ax+bB+ ¢y + xx + yB + z7 ; ley conmutativa
= (a®+bB+ ) + (x& +yB + z7) ; ley asociativa

= (u,w)+ (v,w) ; definicién de producto interior
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3. Sea k € C, por definicién tenemos ku = kal + kb2 + kc3, entonces

(ku,v) = kax + kby + kcz ; por defincién de producto interior
= k(ax + by + cz) ; ley distributiva

= k(u,v) ; por definicién de producto interior

Por lo tanto (ku,v) = k (u,v)

4. (u,kv) = k (u,v) conk € C.

(u,kv) = akx + bky + ckz ; por definicién de producto interior
= akx + bky + ckz ; propiedad de conjugacién
= k(ax + by + cZ) ; Ley distributiva

= k(u,v) ; por definicion de producto interior

Asi tenemos que (u, kv) = k (u,v)

5. (u,u) >0y (u,u) =0solosiu =0.
(u,u) = aa +bb +cc = |[al| + ||b[| + [|c]| = 0
Para probar el otro hecho, si suponemos que u = 0 entonces se cumple que

(u,u) = 0, por otra parte sea u = al + b2 + c3 si suponemos que (u,u) =0
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entonces tenemos lo siguiente:

(uu)=0 = aa+bb+cc=0
— aa=0 A bb=0 A cc=0

— u=014+02+03=0

Por lo tanto se cumplen todos los axiomas de un producto interno. Ademés cum-

ple la propiedad de ser invariante bajo la accién de G:

(¢v, gw) = (v, w) paratodog € Gyov,w €V (6)

Seav =x1+y2+2z3,w=al + B2+ 93y T € S3,entonces tenemos:

o = x(ml) +y(n2) +z(n3) y mw = a(nl) + p(n2) + v(73). Asi

(mo, mw) = (x(nl) +y(n2) +z(73),a(71) + p(72) + y(73))
= xA+yp+cy

= (o,w)

Por lo tanto el producto interior es invariante bajo la accién de G.
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Definicién 2.5.2. Dado cualquier producto interior en un espacio vectorial V.y W un

subespacio, podemos formar el complemento ortogonal:

Wt ={vecV:(v,w)=0paratodow € W}

Siempre es cierto que V.= W@ W+ como G-médulos. Cuando W < V y el

producto interno es G-invariante.

Proposicién 2.5.1. Sea V un G—médulo, W un submédulo, y (-, -) un producto interior

invariante bajo la accion de G. Entonces W es también es un G—submdédulo.

Prueba

Probaremos que W+ es un subespacio de V, es decir

au -+ o € W, Va, B € CyVu,v c Wt

Seaw,p €C, u,vEWLywe W.

(au + po,w) = (au,w)+ (Bv, w); propiedad de producto interior
= a(u,w) + B(v, w); propiedad de producto interior
— a0 4+ BO; puesto que u,v € W+

=0

Asf se tiene que au + fv € W, por lo que W+ es un subespacio de V.
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Ahora probaremos que para todo g € Gy u € W+ se tiene que gu € W+.

Seaw € W, entonces

(qu,w) = <g_1gu, g_1w> , ya que (-,-) es invariante bajo la accién de G
= <u, g_1w> , propiedad de accién de grupo

= 0, uc Whyg 'we Wyaque W es submédulo

Por lo tanto W+ es cerrado bajo la accién de G. Y concluimos que W+ es un G-
submédulode V. H

Por la definicién anterior tenemos:
C{1,2,3} =C{1+2+3}®C{1+2+3}"
Donde

C{1+2+3}" = {v=al+12+B:(v,1+2+3) =0}

= {v=al+b2+3:a+b+c=0}

Para calcular las matrices de la suma directa, elegimos las bases 1 + 2 + 3 para
C{1+2+3}y{2-1,3—-1} paraC{1+2+3}".

X (e) sigue siendo la matriz identidad 3 x 3.



Reducibilidad Completa y Teorema de Maschke 89

Para calcular X((1, 2)), fijamos la accién en 7 = (1, 2) de nuestra base, entonces
m-(14+243)=m(1+2+3)=1+2+3
n-2-1)=n2)-n(1)=1-2=-(2-1)
n-3-1)=n3)—n(1)=3-2=-(2-1)+(3-1)

Asi que

X((L2)=10 -1 -1

Haciendo los calculos similares se puede verificar que

>~

~
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) (@)
A
—~
—~

oy

€Y
~—
~—

I
e} —_
I
— (@)
) )
>
~
—

N

W
~—
~—

I
) —_
e} (e}
— )

(@)
(@)
—_
o
—_
|
—_
(@)
—_
o

1 0 0 1 0 0
X((1,23)=|0 -1 =1 |, X(1,32)=10 0 1
01 0 0 —1 —1
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Por supuesto, A(g) es irreducible (siendo de grado 1), y vamos a ver en la Seccién
1.9 que B(g) lo es también. Por lo tanto hemos descompuesto la representaciéon de
definicién de S3 en sus partes irreducibles. El contenido del teorema de Maschke

es que lo mencionado anteriormente se puede hacer para cualquier grupo finito.

Teorema 2.5.1. (Teorema de Maschke.) Sea G un grupo finito y sea V un G-mdédulo

distinto de cero. Entonces

V=wlaow®®g. . owhk

donde cada W) es un G-submédulo irreducible de V.

Prueba
Trabajaremos sobre d = dim V. Sid = 1, entonces V = W() es irreducible.
Ahora supéngase que d > 1.5i V esirreducible, entonces terminamos como antes.
Si V no es irreducible, entonces tiene un G-submoddulo no trivial, W. Trataremos
de construir un submédulo complementario para W como hicimos en el ejemplo
anterior.
Escojemos cualquier base B = {v1,v,,...,v4} para V. Consideremos el tnico pro-

ducto interno que satisface

(vi,0j) = Ji

para elementos de B. Este producto puede no ser G-invariante (en el resultado

anterior funciona porque las permutaciones son biyectivas), pero podemos llegar
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a otro que si lo es. Para cualesquier v,w € V definimos

(v,w) =) (sv,gw).
g€G

Anteriormente probamos que (v;,v;) = J;; define un producto interno, entonces,

/ . . / .
como (v, w)’ es la suma de productos internos, concluimos que (v, w)’ tambien es
un producto interno.

Para probar que es G-invariante, probaremos

(hv, hw)' = (v, w)’

paratodoh € Gyv,w € V. Pero

(hv,hw)’ = Y _ (ghv, ghw); definicién de (-, -)’
g€eG

= ) _(fv, fw); como g varia sobre G, también lo hace f = gh
feG

= (v,w)’; definicién de (-, -)’

Asi (-, )" es G-invariante como deseabamos.
Si dejamos W+ = {v € V : (v,w)’ = Oparatodow € W}, entonces por la

proposicién 2.5.1 tenemos que W+ es un G-submédulo de V con

V=WaoWw-.
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Ahora podemos aplicar el mismo procedimiento a W y W+ para escribir cada uno
como una suma directa, como G es finito este procedimiento en algtin momento
terminara, y asi finalmente tendremos a V escrito como la suma directa de G-
submoédulos irreducibles. W

El teorema de Maschke sigue siendo cierto si C se sustituye por cualquier campo
de caracteristica cero, o bien de caracteristica positiva que es coprima con el orden
de G.

Como corolario, tenemos la versién matricial del teorema de Maschke. Aqui y mas
adelante, podemos quitar las lineas horizontales y verticales que indican matrices

de bloques.

Corolario 2.5.1. Sea G un grupo finito y sea X una representacion matricial de G de
dimensién d > 0. Entonces existe una matriz T fija de tal manera que cada matriz

X(g), g € G, tiene la forma

xW(g) 0 0
TX(9)T ' = ’ XBg) w0
0 0 XK (g)

donde cada X'V) es una representacion matricial irreducible de G.
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Prueba: Sea V = C? con la accién

gv = X(g)v

para todo § € G yv € V. Por el teorema de Maschke,

V=wWaow?ag._ owh

donde cada W() es irreducible de dimensién d;. Elegimos una base B para V tal
que los primeros d; vectores forman una base para W1, los siguientes d, forman
una base para W) y asi sucesivamente.

Como todos los W) son subespacios de V' y estan escritos como una suma directa,
con un cambio de base y por la definicién 2.5.1 para un ¢ € G la representacién

matricial tiene la forma deseada como se muestra en el teorema. W

Definicién 2.5.3. Una representacion es completamente reducible si puede ser escrita

como una suma directa de irreducibles.

Asi el teorema de Maschke podria reafirmarse como: Toda representacion de un
grupo finito que tiene dimension positiva es completamente reducible.
Estamos trabajando bajo los supuestos mds sencillos, que todos nuestros grupos

son finitos y todos nuestros espacios vectoriales son sobre C.
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2.6. G-Homomorfismos y el Lema de Schur.

Podemos conocer més acerca de los objetos matemaéticos (por ejemplo, espa-
cios vectoriales, grupos, espacios topolégicos) mediante el estudio de las funcio-
nes que conservan su estructura (por ejemplo, transformaciones lineales, homo-
morfismos continuos, aplicaciones, etc). Para un G-médulo, la funcién correspon-

diente se denomina G-homomorfismo.

Definicién 2.6.1. Sean V y W G-mddulos. Entonces un G-homomorfismo (o simple-

mente un homomorfismo) es una transformacion lineal 6 : V- — W tal que

0(gv) = g6(v)

para todo g € G yv € V. También decimos que 6 conserva o respeta la accién de G.

Podemos traducir esto en términos de matrices,tomando bases By C para V
y W, respectivamente. Sean X(g) y Y(g) las correspondientes representaciones
matriciales. Ademas, elegimos T la matriz de 6 en las dos bases B y C. Entonces,

la propiedad de G-homomorfismo se convierte en:

TX(g)v =Y(g)Tv

para cada vector columna vy ¢ € G. Como esto es vélido para todo v, debemos
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tener:

TX(g) =Y(g)T paratodo g € G. (7)

Por lo tanto tener un G-homomorfismo 6 es equivalente a la existencia de una ma-
triz T de tal manera que (7) se cumple. A menudo vamos a escribir esta condiciéon

simplemente como TX = YT.

Ejemplo 2.6.1. Sea G = S, V = C{v}, con la accién trivial de S,, y sea
W = C{1,2,...,n} con la accién de definicion de S,,. Definamos una transformacion
6:V — Wpor

0(v) =14+2+..+n

y la extension lineal; es decir:
O(cv) =c(14+2+..+n)

para todo c € C. Probar que 6 es un G-homomorfismo.

Para comprobar que 6 es un G-homomorfismo, basta con comprobar que la

accion de G se conserva en una base de V. Sea 7T € S,

n n
0(m-v) =0(n(v)) =6(v) =) i=n) i=mnb(v).
i=1 i=1
En un sentido similar, sea G un grupo arbitrario que acttia trivialmente en

V = C{v}, ysea W = C[G] el dlgebra de grupo. Ahora tenemos el
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G-homomorfismo 6 : V — W dado por la extension lineal:

6v)=) g

g€G

Si G = S, podemos hacer que G actie sobre V = C{v}, mediante el uso de la
representacion del signo:

T-u = sgn(m)u

paratodo 7t € S, yu € V. Manteniendo la accién habitual en el dlgebra de grupo,

se puede verificar que

n() =) sgn(mm

TESy,
se extiende a un homomorfismo de V en W.

Definimos el dlgebra de grupo W como:

VV:ZQ:{Ul%—Uz—F“.4-Um}; Vo; € Sy.

Manteniendo la accién habitual en el dlgebra de grupo:
(o1 + 02+ ... +0y) = oY + TTO%... + TTO,

Con la extension lineal 7 (cu) = cn(u).

Verificaremos que

n(ou) =on(u);, Yo € Sp, u V.
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Seao € S, u € V. Consideraremos los casos en que sgn (0) =1y

sgn (o) = —1.

Caso 1:sgn (o) = 1.

meS, TES,
porloquen(c-u)=0c-y(u)
Caso 2:sgn (o) = —1.
n(o-u) = n(sgn(c)u); por definiciéon de accién en V
= n(—-1lu), -1€C

= —1n(u); por extension lineal.

o-n(u) = o- Y, sgn(m)m; por definicion
TES,
= ) —sgn(m)m; accién en W

= — ) sgn(m)m; extension lineal

= —1n(u); definicién de 5

Porlo quen(c-u) =oc-n(u).

De los resultados de los dos casos anteriores concluimos que # es un
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G-homomorfismo.

Es importante saber cudndo dos representaciones de un grupo son diferentes y
cuando no lo son (a pesar de que puede haber algo de diferencias). Por ejemplo,
dos representaciones de la matriz que se diferencian s6lo por un cambio de base

son realmente la misma. El concepto de G-equivalencia captura esta idea.

Definicién 2.6.2. Sean V y W mddulos para un grupo G. Un G-isomorfismo es un
G-homomorfismo 0 : V. — W que es biyectivo. En este caso decimos que V 'y W son
G-isomorfos, o G-equivalentes, escrito como V- = W. En caso contrario se dice que V' y

W son G-no equivalentes.

En términos de matrices, si 6 es una biyeccion se traduce en la matriz corres-
pondiente T que es invertible. Por lo tanto de la ecuacion (7), vemos que las repre-
sentaciones de la matriz X e Y de un grupo G son equivalentes si y sélo si existe

una matriz T fija de tal manera que

Y(g) = TX(g)T™

para todos g € G.

Ejemplo 2.6.2. Explicaremos por qué la representacion por clases laterales de Sy, al final

del ejemplo 2.3.3 es la misma que la representacion de definicion.

Habiamos tomado un subgrupo H = {e, (2,3)} C S3 dando lugar al médulo
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de representacion de clase lateral CH, donde

H = {H,(1,2)H, (1,3)H}.

Dado cualquier conjunto A, sea S4 el grupo simétrico de A, es decir, el conjunto
de todas las permutaciones de A. Ahora el subgrupo H se puede expresar como

un producto directo (interno)

H={(1)(2)(3),(1)(2,3)} = {(1)} x {(2)(3),(2,3)} = S{13 X Spa33-  (8)

Un dispositivo conveniente para la visualizacién de dichos subgrupos de produc-
tos de S, es el tabloide. Sea A = (A1, Ay, ..., A;) una particién, como se hablé en la
Secci6én 1.1. Un tabloide de Young de forma A es una matriz con / filas de tal ma-
nera que la fila i contiene A; nimeros enteros y el orden de las entradas en una fila,
no importa. Para mostrar que cada fila puede reordenarse de manera arbitraria,
ponemos lineas horizontales entre las filas. Por ejemplo, si A = (4,2,1), entonces,

algunos de los posibles tabloides de Young son

3141 311 4 9 53 4
5 9 = 95 # 21
2 2 1

La ecuacién (8) dice que H se compone de todas las permutaciones en S3 que per-
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mutan los elementos del conjunto {1} entre si (dando s6lo la permutaciéon (1)) y
permutar los elementos de {2,3} entre si (dando (2) (3) y (2,3)). Esto es modela-

do por el tabloide

ya que el orden de 2 y 3 no tiene importancia, pero 1 debe permanecer fijo. El
conjunto S completo de los tabloides de forma A = (2,1) cuyas entradas son

exactamente 1, 2, 3 es
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) 2 3 13
L2)H % (1,2 =
1 2
) 2 3 12
(L3)H % (1,3) =
1 3

Por extensién lineal, 6 se convierte en un isomorfismo de espacios vectoriales de
CH a CS. Para comprobar que 6 es un G-isomorfismo, se demuestra que la ac-
cién de cada 7 € S3 se preserve en cada vector de la base en H. Probaremos en

particular para 7 = (1,2), entonces

13 2 3
0((1,2)H) = 0((1,2)H) = —— = (1,2) = (1,2)0(H)

2 1

23 13

6((1,2)(1,2)H) =6(H) = = (1,2)——=(1,2)0((1,2)H).

1 2

1 2 2 1
0((1,2)(1,3)H) = 6((1,3)H) = —— = (1,2)—— = (1,2)0((1,3)H).
3 3
Asi
CH=CS 9)

Otro hecho sobre tabloides en nuestro conjunto S es que estdn completamente de-

terminados por los elementos que estdn en el segundo renglén. Asi que tenemos
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una aplicacién natural, 77, entre la base {1,2,3} para la representacién de defini-

ciény S, esto es,

2 3
y I
1
13
2 L -
2
12
c S
3

Ahora 7 se extiende por la linealidad a un G-isomorfismo de C{1,2,3} aCS yen
combinacién con la ecuacién (9), CH y C{1,2,3} efectivamente son equivalentes.
Volvemos ahora a la exposiciéon general. Dos conjuntos usuales asociados con

cualquier aplicacién de espacios vectoriales 8 : V. — W son el nticleo,

ker 6 = {v € V:0(v) =0},

donde 0 es el vector cero, y su imagen,

im@={weW:w=0(v) paraalginv € V}

Cuando 6 es un G-homomorfismo, el nticleo y la imagen tienen cierta estructura,

a saber:
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Proposicién 2.6.1. Sea 8 : V. — W un G-homomorfismo. Entonces

1. ker 0 es un G-submédulo de V,y

2. im 9 es un G-submodulo de W.

Prueba:

1. Para probar que ker 6 es un G-submoédulo de V primero verificamos que es
un subespacio de V.

Seawn, B € Cyu,v € ker 6, entonces

O(au + pv) = 6(au)+ 60(Bv), 6 es G-homomorfismo
= ab(u)+ B9(v), 0 es G-homomorfismo
= a0+ B0, u,v € ker0

=0

De lo anterior se concluye que au + v < ker 6 y asi ker 6 es subespacio de
V. Ahora probaremos que ker 0 es cerrado bajo la accién de G.

SeavckerfygeG

6(gv) = g0(v), 0 es G-homomorfismo
= g0, v € kerf

=0
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Por lo tanto ker 6 es cerrado bajo la accién de G.

Asi se ha demostrado que ker 6 es un G-submédulo de V.

2. ; im 0 es G-submddulo de W 2.

Seaw,w' € Wyua,pB €C.

aw + pw' = ab(v)+ BO(v'); 6 es G-homomorfismo, v,v" € V
= 0(av) + 0(Bv’); 6 es G-homomorfismo
= f(av + Bv’'); 0 es G-homomorfismo

= 0(u), u=av+po eV.

¢im 0 es cerrado bajo la accién de G?.

Seage GweW

gw = gf(v); por hipétesis
= 6(gv); 6 es G-homomorfismo

= 0(0);, vV =gveV

. im 0 es un G-submoddulo de W.I
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Teorema 2.6.1. (Lema de Schur)
Sea V 'y W dos G-médulos irreducibles. Si 0 : V. — W es un G-homomorfismo, entonces

ya sea

1. 6 es un G-isomorfismo, o

2. 8 es la aplicacion cero

Prueba: Como V es irreducible y ker 6 es un submoédulo,por la proposicién
anterior tenemos que ya sea ker 0 = {0} o ker = V. De la misma manera si W es
irreducible y im 6 es un submodulo, tenemos que ya sea im 6 = {0} oim 6 = W.
Sikerf = {0} y im0 = {0}, entonces 0 es la aplicacion cero. Ademds si ker = V
y im0 = W, entonces 0 es la aplicacién cero.

Siker 6 = {0} y im 6 = W, entonces tenemos que 6 es un G-isomorfismo. Por otra
partesiker 6 =V yim 6 = {0} entonces 6 es la aplicacion cero.

Asi queda demostrado el teorema. B

Corolario 2.6.1. Sean X e Y dos representaciones matriciales irreducibles de G. Si T es
cualquier matriz tal que TX(g) = Y(g)T para todo g € G, entonces se cumple cualquiera

de las dos afirmaciones.

1. T es invertible, o

2. T es la matriz cero.

Demostracion:

Sean X e Y representaciones matriciales irreducibles tal que TX(g) = Y(g)T con
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T cualquier matriz, es decir, existe un homomorfismo en términos de matrices.
Como X(g), Y(g) son las representaciones irreducibles correspondientes a las ba-
ses By ( para V y W respectivamente, por el corolario anterior tenemos que V' 'y

W son irreducibles y existe 6 : V. — W un homomorfismo, que satisface
1. 6 es un isomorfismo o
2. 8 esla aplicacién cero.

Si 0 es un isomorfismo, mediante la equivalencia de matrices tenemos que existe
una matriz T que es invertible tal que Y(g) = TX(g)T~'. Con esto se cumple la
parte 1) del corolario.

Si 6 es la aplicacion cero, en términos de matrices T es la matriz cero.

Asi queda demostrado el corolario. B

También tenemos un andlogo del lema de Schur en el caso donde el dominio de
la aplicacion no es irreducible. Este resultado se expresa convenientemente en
términos del espacio vectorial Hom(V, W) de todos los G-homomorfismos de V

en W.

Corolario 2.6.2. Sean V y W dos G-mddulos con V irreducible. Entonces

dim Hom(V, W) = 0si y sélo si W no contiene submédulos isomorfos a V.

Prueba:
"=". Por el contrarreciproco, supongamos que dim Hom(V,W) # 0, entonces

existe 0 € Hom(V, W) tal que 6 es distinto de la aplicacion cero y por el corolario
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2.6.1 es un isomorfismo, por lo tanto W contiene submdédulos isomorfos a V. Asi
concluimos que si dim Hom(V,W) = 0 entonces W no contiene submoédulos iso-
morfosa V.

"<=". Suponemos que W no contiene submoédulos isomorfos a V, entonces si de-
finimos el homomorfismo 6 : V. — W, por el corolario 2.6.1 0 debe ser la aplica-
cion cero y asi dim Hom(V, W) = 0.

Por lo tanto queda probado el corolario. W

Corolario 2.6.3. Sea X una representacion matricial irreducible de G sobre los niimeros
complejos. Entonces las iinicas matrices que conmutan con X (g) para todo g € G son las

de la forma T = cl, es decir, miiltiplos escalares de la matriz identidad.

Prueba: Cuando el campo es C, supéngase que T es una matriz tal que

TX(g) = X(g)T (10)

para todo g € G. Se sigue que

(T—c)X = X(T —cI),

donde I es la matriz identidad y ¢ € C es cualquier escalar. Ahora C es algebrai-
camente cerrado, asi podemos tomar a ¢ como un valor propio de T. Por lo que
T — cl satisface que para dos representaciones matriciales irreducibles de G se

cumple que (T — cI)X = X(T —clI) y por el corolario 2.6.1 (con Y = X) la ma-
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triz T — cI no es invertible por la elecciéon de c. Nuestra tnica alternativa es que

T —cI =0,dedonde T = cl y tenemos demostrado el corolario. Il

2.7. Grupo de Caracteres.

Resulta que la mayor parte de la informacién contenida en una representacion
puede ser extraida en una simple estadistica: las trazas de matrices correspondien-
tes. Esta es la interesante teoria de caracteres de grupo que trabajaremos durante

el resto de este capitulo.

Definicién 2.7.1. Sea X(g), § € G, una representacion matricial. Entonces el cardcter

de X es

x(g) =tr X(g),

donde tr denota la traza de una matriz que es la suma de los elementos de la diagonal

principal. De otra forma representar, x como la aplicacion

Si 'V es un G-mddulo, entonces , su cardcter es el cardcter de una representacion matricial

X correspondientea V.

Como hay muchas representaciones matriciales correspondientes a un solo G-

modulo, debemos comprobar que el cardcter de un médulo estd bien definido,
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paraellosea h, g € G tal que h = g entonces

x(g) = tr X(g) = tr X(h) = x(h)

de donde la aplicacién x estd bien definida. Pero si X e Y ambos corresponden a
V, entonces Y = TXT ! para alguna T fija. Por lo tanto, para todo ¢ € G y por

propiedades de la traza de matrices tenemos

tr Y(g) = tr TX(g)T_1 = tr TT_lX(g) =tr [X(g) =tr X(g),

ya que por definicién la traza es invariante bajo conjugacién®. Por lo tanto, X e Y
tienen el mismo carécter y nuestra definicién tiene sentido.

Gran parte de la terminologia que hemos desarrollado para las representaciones
se llevaran a cabo sin cambio en los caracteres correspondientes. Asi, si X tiene
cardcter ), diremos que x es irreducible cuando X lo es, etc. Pasemos ahora a

algunos ejemplos.

Ejemplo 2.7.1. Supongamos que G es arbitrario y X es una representacion de grado 1.
Entonces el cardcter x(g) es la iinica entrada de X(g) para cada g € G. Tales caracteres

son llamados caracteres lineales.

3tr(A.B) = tr(B.A) siempre que A y B sean multiplicables aunque A.B sea distinto a B.A.
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Ejemplo 2.7.2. Consideremos la representacion de definicion de S, con su cardcter xf.

Si tomamos n = 3, entonces calculamos los valores de caracteres directamente tomando

las trazas de las matrices en el ejemplo 2.2.4.

Los resultados son

X13)2)=tr| o010 |=1 xMWE23)=tr|0o01|=1

100 01 0

00 1 010
X(1L23)=tr| 100 |=0 xY(32)=tr|001]|=0

010 100

En general, si 7t € S, entonces

x*f(m) = elntmero de unos en la diagonal de X(77)

= el namero de puntos fijos de
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Ejemplo 2.7.3. Sea G = {g1,82,...,§n} Y considerar la representacién regular con el

médulo V = C [G] y cardcter x"8. Dado g € G encontrar x"8(g).

Suponemos que § = e, entonces

x(e) =trX(e) = trl, = |G|

Para calcular los valores de caracteres para g # e utilizaremos las matrices que
obtenemos de la base estdandar B = {g1,£2,...,4n}- Ahora X(g) es la matriz de
permutacién de la accién de ¢ en B, por lo que x"8(g) es el numero de puntos
fijos para esa accion. Pero si g - gi = gi para cualquier i, entonces debemos tener

g = e, que no es el caso; es decir, no hay puntos fijos si g # e. Por lo tanto,

|G|, sig=e
X5(g) =

0, en otro caso

Proposicién 2.7.1. Sea X una representacion matricial de un grupo G de grado d con

cardcter x.

1. x(e) =d.

2. Si K es una clase de conjugacion de G, entonces

g, h e K= x(g) = x(h).
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3. SiY es una representacion de G con cardcter 1, entonces

X=2Y=x(g)=9(g)

para todo g € G.
Prueba:
1. x(e) = trX(e) = trl; = d.

2. Por hipétesis sabemos que para g, 1 € K se tiene que ¢ = khk~!, asi

x(g) = tr X(g); por definicién
= tr X(khk™1); g = khk™?
= tr X(k)X(h)X(k)™!; X es una representacion y X (k~!) = X (k) !
= tr X(h); tr es invariante bajo conjugacién

= x(h)

3. Sea Y (g) una representacion de G con carécter ¢. Supongamos que X = Y,
entonces, por definicién de isomorfismo de matrices existe una matriz fija T

invertible tal que Y(g) = TX(g)T !, asi

P(g) =tr Y(g) = tr TX(9)T ' = tr X(g) = x(g)-
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Por lo tanto queda probada la proposicién. B

Es sorprendente que el reciproco de 3 también es cierto, es decir, si dos represen-
taciones tienen el mismo cardcter, entonces deben ser equivalentes. Este resultado
(que se demuestra como Corolario 2.8.1, parte 5) es la motivacién para el parrafo
con el que iniciamos esta seccion.

En la proposicion anterior, el inciso 2 dice que los caracteres son constante sobre

las clases de conjugacion. Estas funciones tienen un nombre especial.

Definicién 2.7.2. Una funcion de clase en un grupo G es una aplicacion f : G — C
tal que f(g) = f(h) cuando g y h estdn en la misma clase de conjugacion. El conjunto de

todas las funciones de clases en G se denota por R(G).

Probaremos que R(G) es un espacio vectorial sobre C. Para ello elegimos

g, h € K donde K es una clase de conjugacion, ahora probaremos lo siguiente:

1. af €e R(G); x € Cy f € R(G).

(af)(g) = af(8) = af(h) = («f)(h)

Por lo tanto af € R(G).
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2. (a+B)f=af+Bf; fER(G)ya,BeC.

(af +Bf)(8) = (af)(g)+ (Bf)(8); propiedad de funciones

= waf(Q) + Bf(g); propiedad de funciones
= (a+B)f(g); propiedad de funciones

= ((a+PB)f)(g); propiedad de funciones

Asi concluimos que (« + B)f = af + Bf.

3. a(f+f)=aftaf; f,f €R(G)yacC.

(af +af)(8) = (af)(g)+ (f')(g); propiedad de funciones
= af(g) +af'(g); propiedad de funciones
= wa(f(g) + f'(g)); propiedad de funciones
= a(f + f')(g); propiedad de funciones

= (a(f+ f"))(g); propiedad de funciones

Asi concluimos que a(f + f') = af + af’.

Por lo tanto concluimos que R(G) es un espacio vectorial sobre C.

Ademas, R(G) tiene una base natural que consiste de aquellas funciones que

tienen el valor 1 en una clase de conjugacién dada y 0 en cualquier otra posicién.
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Asi

dim R(G) = namero de las clases de conjugacién de G. (11)

Si K es una clase de conjugacién y x es un caracter, definimos x; como el valor

del caricter dado sobre la clase dada:

Xk = Xx(8)

para todo g € K. Esto nos lleva a la definicién de la tabla de caracteres de un
grupo.

Definicién 2.7.3. Sea G un grupo. La tabla de caracteres de G es cualquier arreglo con
filas indexadas por los caracteres irreducibles no equivalentes de G y columnas indexadas

por las clases de conjugacion. La entrada en la tabla en el renglon x y columna K es xk:

Por conveniencia, el primer renglén corresponde al caracter trivial, y la primer
columna a la clase de la identidad, K = {e}.
No esta claro que la tabla de caracteres es siempre finita: Puede haber un nu-

mero infinito de caracteres irreducibles de G. Afortunadamente, esto resulta no
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ser el caso. Examinemos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.7.4. Sea G = C, el grupo ciclico con n elementos, encontrar la tabla de

caracteres para G.

Para encontrar la tabla de caracteres debemos encontrar todas las representa-
ciones unidimensionales de C,;, que por el ejemplo 2.2.2 sabemos que son todas
las raices n-ésimas de la unidad . Por lo tanto encontramos 7 representaciones de
grado 1y son no equivalentes por pares ya que todas ellas tienen diferente caréc-
ter.

Ahora para encontrar las clases de conjugacion. Sea C,, el grupo ciclico abeliano de

orden 1, y sea K una clase de conjugacion de C,. Sean g;, g; € K tales que g; # g;.

¢ #¢ = ¢ =hg/h™Y; paraalginh € G

= gi = (hgj )h_1 ; asociatividad en G

= ¢'=g(hh!); G esabliano

= ¢'=g¢/(e); existencia del inverso en G

= g'=¢ (=)
Asi tenemos que dos elementos diferentes no pueden pertenecer a la misma clase
de conjugacién por lo tanto cada elemento de C, se encuentra en una clase de
conjugacion por si mismo, de manera que hay 7 clases de conjuncion.

Asi nuestra tabla de caracteres estd formada por 1 columnas que son las clases de
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conjugacion y # filas que son las representaciones.

De esta manera, el cuadro del ejemplo 2.2.3 es el cuadro de caracteres para Cj.
Ejemplo 2.7.5. Sea G = S3. Encontrar la tabla de caracteres de G.

Recordemos que una clase de conjugacién en G = S, consiste de todas las
permutaciones de un tipo de ciclo dado, en particular, para S3 tenemos tres clases

de conjugacion,

Ki={e}, Ka=1{(1,2),(1,3),(23)}, vy Ks={(1,23),(1,3,2)}

Construiremos la tabla, usando las representaciones triviales y de signos. Asi te-
nemos la tabla de caracteres para S:

La primer fila de la tabla x(!) corresponde a la representacion trivial, es decir,

Xk, = x(e) =tr X(e) =tr (1) =1

X = 1((1,2)) = x((1,3)) = x((2,3)) = tr X((2,3)) = tr (1) =1

K = x((1,2,3)) = x((1,3,2)) = tr X((1,3,2)) = tr (1) = 1

La segunda fila de la tabla y(?) corresponde a la representacién de signos, es decir,
Xk, = x(e) =tr X(e) =tr (sgn(e)) =tr1=1

xx, = x((1,2)) =tr X((1,2)) =tr (sgn(1,2)) =tr —1=—1

Xk = x((1,2,3)) =tr X((1,3,2)) = tr (sgn(1,2,3)) =tr 1 =1

Por lo tanto ahora podemos completar la tabla para las representaciones trivial y

de signos, de la siguiente manera: La siguiente seccién se trata de completar la
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| Ky K» Ks
W1 1 1
@1 11
&2 2 2

altima fila de la tabla de caracteres usando los productos internos.

2.8. Productos Internos de Caracteres.

En esta seccion estudiaremos la potente herramienta del producto interno de
caracteres. Tomar productos internos es un método simple para determinar si una
representacion es irreducible. Esta técnica también se puede utilizar para demos-
trar que la igualdad de caracteres implica la equivalencia de las representaciones
y para demostrar que el nimero de irreducibles es igual al ntimero de clases de
conjugacion.

Podemos pensar en un caracter x de un grupo G = {g1, 2, ..., g } como un vector

fila de ntimeros complejos:

x = (x(81), x(82), - x(gn))-

Si x es irreducible, entonces este vector se obtiene del cuadro de caracteres, sim-
plemente repitiendo el valor para la clase K un total de|K|-veces. Por ejemplo, los

dos primeros caracteres para S3 en el cuadro se convierte en:
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X(l) =(1,1,1,1,1,1) y X(Z) =(1,-1,-1,-1,1,1).

Por definicion tenemos el producto interno usual de vectores fila dado por:

(Cll CDyeeey Cl’l) : (dlleI"-/ d?’l) — Cld_1+ CZd_2+ s CHEI

donde la barra representa conjugado complejo. Calculando el producto de carac-
teres con nuestro Sz, se cumple que:

AV =1.141-141-14+1-14+1-1+1-1=6

x? D =1-14(-1) - (-D)+(-1)-(-1)+(-1) - (-1)+1-1+1-1=6
XU x® =1 14114 (=1) - 14 (=1)- (-1)+1-1+1-1=0

Ahora calculemos los caracteres irreductibles de C; = {e, g,¢%, ¢}, representados

2), con xV) el carécter trivial; y x(?) como sigue:

como 1, x!
XK, = x(e) = tr X(e) = tr (1) =1
Xk, = X(g) =tr X(g) =tr (i) =i
Xk, = x(g2) =tr X(g2) =tr (-1) = -1

XKy = X(g3) =tr X(g3) =tr (—i) = —i
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Asi la tabla de caracteres es:

Ki Ky Kz Ky

En forma de vectores:

M =(1,1,1,1)

X =(@1,i,-1,-i)

También se comprueba que:

X(l)'?((l) =1-1+1-14+1-1+1-1=4

XD =11k (=) (=1) (1) + (=) -1 = 4

AV x® =1-141-(=i)+1-(-1)+1-i=0.

Lo que nos conduce a conjeturar que si x(!) y x\/) son caracteres irreducibles de G,

entonces
, , |G| si i:j
Xy i) =

0 si iyéj

Dividiendo por |G| para la normalidad nos da una definicién del caracter del

producto interno.
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Definicién 2.8.1. Sean x y ¢ dos funciones cualesquiera de un grupo G en los niimeros

complejos C. El producto interno de x y  es

WW%ZA—ZX@ﬁ@y
|G‘ geG

Definicién 2.8.2. Una matriz A € M{C} es llamada unitaria si

donde la t denota la transpuesta.

Proposicién 2.8.1. Sean x y i caracteres; entonces

) = = Y (9w 12)
ol &

Demostracién: Supongamos que V es un G-médulo con caracter ¢. Hemos
visto, en la demostracién del teorema de Maschke, que hay un producto interno
en V que es invariante bajo la accién de G. Al escoger una base ortonormal para
V, obtenemos una representacién matricial Y para ¢, donde cada Y(g) es unitario,

es decir:

t

Y(g ) =Y(g) ' =Y(g).

Ahora sean y, ¢ caracteres, y Y(g) una representaciéon matricial unitaria, entonces

tenemos lo siguiente:
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(X, ¥)

|1€| gEGX(g)zp(g); definicion 2.8.1

|1€| L x(g) tr Y(g); definicién de carécter

|1€| L x(g)tr @; propiedad de traza de matrices
|1?| L x(g)tr (Tg)t)t ; por propiedad de matrices
%gegﬂgm (Y(9)™)'; Y(s) es unitaria

|1?| gecx(g)tr Y(g_l)t; propiedad de accién

% L x(9)tr Y(g71); propiedad de traza de matrices
% L x(2)w(g™h); definicién de carécter.

Por lo tanto (x, ) = & Leec x()p(g™)

Cuando el campo es arbitrario, la ecuacién (12) se toma como la definicién del

producto interno. De hecho, para cualquier par de funciones x y y de G a un

campo, se puede definir

) = = Y x(9)p(s™),
|G| g€G

pero sobre los nimeros complejos este "producto interno" es s6lo una forma bili-

neal. Por supuesto, cuando se esta restringido a los caracteres tenemos
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(x,¥) = (x,¥)'. Siempre que x y ¢ sean constantes en las clases de conjugacion,

tenemos

1 S
Qo) = 7= 2 K xdx,
Gl %

donde la suma es sobre todas las clases de conjugacién de G. Ahora podemos de-
mostrar que los caracteres irreducibles son ortonormales con respecto al producto

interno de la ecuacion 12.

Teorema 2.8.1. (Relaciones de Caracteres del Primer Tipo). Sea x y  caracteres

irreducibles de un grupo G. Entonces

(X ¥) = Sxp-

Demostracién Suponga que X, ¥, son los caracteres de las representaciones
de las matrices A, B de grados d, f respectivamente. Para la prueba utilizaremos
el lema de Schur, y asi hallaremos una matriz T que cumpla las condiciones de el
Corolario 2.6.1. Sea X = (x; ;) unamatrizd x f de indeterminados x; ; y considerar

la matriz

Y= L Y A(g)XB(g) (13)
|G| geG

Probaremos que A(h)Y = YB(h) para todo h € G. Lo que es equivalente a:
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_ 1 _ _ 1 _
A(m)YB(h)™' = A(h) (@ A(8)XB(g 1)) B(h)™; Y=1g Y. A()XB(g™")
geG g€G
= |1—| A(h)A(g)XB(g HB(h™1); proipiedades de sumatoria
g€G
- A(hg)XB(g'h™1); propiedad de accién
|G| geG
1 —
= 151 LARXBE ) g=1hg
| | geG
= Y, por (13)

y nuestra afirmacién estd probada. Asi, por los corolarios 2.6.1 y 2.6.3,

0 si AZB,
Y = (14)
cl; si AB.

Considere el primer caso donde A 2 B, entonces x # 1, asi que Ay B son no equi-
valentes. Dado que esto obliga a que y;; = 0 para cada elemento de Y, podemos

tomar la entrada (i, j) de la ecuacion (13) para obtener

1
azzﬂzk §)xkiby (g7 =0
Kl g€G

para todo i, j. Si este polinomio es cero, el coeficiente de cada x; ; también es cero,
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asi

1 _
Gl Y. aix(@)bij(g™) =0
g€t

para todo i, j, k,I. Ademas la Gltima ecuacién puede simplificarse como
<ai,k1 bl,j> =0V i,j, k, l, (15)

ya que nuestra definicién de producto interior se aplica a todas las funciones de
G en C. Ahora,

X=trA=ajg+ap+---+a,

Yp=1trB="b1g+byp+--+0byy,

asi

)= () =) (aiibj) =0

L]
como se deseaba.
Ahora supéngase que x = 1. Puesto que sélo estamos interesados en los valores
de caracteres, que bien podrian tomar A = B también. Por la ecuacion (14), existe
un escalar ¢ € C tal que y;; = ¢d;;. Asi, como en el parrafo anterior, tenemos

(ajx,a1;)" = 0, siempre y cuando i # j. Para el caso i = j, considere
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5 L A)XA(g™) = el

g€G

y tomar la traza en ambos lados:

cd = trcly por definicién
— (|G| Z Alg )) ; sustitucién de cly
geG
— ? Z tr A(g)XA(g™!); propiedad de traza
geG
1
= @ Z tr X; propiedad de traza
g€G
1
= — |G| tr X
= tr X.
Asiy;; = %tr X, el cual puede reescribirse como

(x110 + X204+ X44).

Q..I*—‘

ZZ §)xipari(g") =
k1l geG

Igualando los coeficientes de monomios en esta ecuacién obtenemos

1
(i) = —= Y. ajp(g)ay; = 3(51(,1- (16)
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Se sigue que

ox) =Y, (aiia)

= 1,
Asi
L, x=¢v¢
VANES = Oxy
0, xX#¢

y queda probado el teorema. W

m

Definicion 2.8.3. Sea Y una representacion, simY =Y @Y @ ... O 1?, entonces el nii-

mero entero no negativo m se llama multiplicidad de Y.

Corolario 2.8.1. Sea X una representacion matricial de G con cardcter x. Supéngase que
X 2m XY emx@ g omx®b,

donde los X son irreducibles no equivalentes por pares con caricter xV). Entonces se

cumple que:

1. x= le(l) + sz@) 4+t ka(k)
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2. {x, Xy = m; para todo j.
3. (xx)y=mi+mi+ - +m2
4. X es irreducible siy solo si (x, x) = 1.

5. Sea Y otra representacion matricial de G con cardcter 1. Entonces

X =2 Ysiysolosix(g) = ()

para todo g € G.

Demostracion:
1. Por propiedades de matrices se sabe que la traza de una suma directa es la suma

de las trazas. Asi tenemos que:

k

. k .
x=trX=tr @miX(l) = Zmlx(l).
i=1 i=1

Por lo tanto y = myx(M) 4+ mpx@ + - + myx 0.
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2. (x, x)) = m; para todo j.

ox7) = (Cmix®, x"); por 1)
i
= ) m xD, x)Y; axiomas de producto interno
i
= m1<X(1),X(j)> + ..+ mj<)((j),)((j)> + ...+ mk<)((k),)((j)); por definicién
= m-0+..+ mj - 14 ...+ my-0; por el teorema 2.8.1

Asi concluimos que (x, x/)) = m; para todo j.

3. 00 x) = w4+

o) = Qmix®, Y mpx"); por 1)
i j
= ) mm; (x\, x'"); axiomas de producto interno y mj = m
0]
= mymy (XD, xM) + .+ mjmj<X(j)/X(j)> 4+
oo 4 ey (x5, x ), por definicién de sumatoria
= mi-1+..+ m]2 14 ...+ m? - 1; por el teorema 2.8.1

= mi+m3+ -+ md

Asi concluimos que (x, x) = m3 +m3 + -+ +m?
4."=".5i X es irreducible implica que (), x) = 1 como se probé en el teorema

2.8.1.
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<=". Supongamos que (x, x) = 1. Probaremos que X es irreducible.
Por 3) tenemos que (x, x) = ¥;m? = 1, entonces hay exactamente un indice j tal

que m; = 1y el resto de los m; deben ser cero. Pero

X2mXVa. EBm]X() comX®P 2oxWag...01xVae. . .gox® = x0)

como X) es irreducible por hipétesis, entonces concluimos que X es irreducible.
Asi hemos probado que X es irreducible si y s6lo si (x, x) = 1.

5."==". Por la Proposicién 2.7.1 parte 3) se cumple que:

X=2Y = x(g) =9¥(g);Vg €G.

<", Supongamos que x(g) = ¥(g) ysea Y = @, n;x1.

Ahora

X&) =v(g) = <X, > (W, )( } axiomas de producto interno

= m; = n; Vi; por 2)

AsiY = @F ;X0 = @f | m; X = X, es decir, X 2 Y.
Por lo tanto X = Y siy sélosi x(g) = ¢(g) W
Como un ejemplo de cémo estos resultados se aplican en la préctica, volvemos a

la representacion de definicién de S,,. Para simplificar las cosas, recordar que tanto
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7,1~ € S, tienen el mismo tipo de ciclo y por tanto son de la misma clase de
conjugacién. Asi que si x es un caracter de S,, entonces x(71) = x(7~!), ya que
los caracteres son constantes en las clases de conjugacién. De ello se desprende

que la férmula del producto interior para S, puede ser reescrita como

op) = ¥ x(mp(n). 17)

tmeSy,

Ejemplo 2.8.1. Sea G = Sz y considerar x = x%f. Sea xV), x@), x©®) los tres caracte-
res irreducibles de S3, donde los primeros dos son los caracteres trivial y signo, respectiva-

mente. Entonces por el teorema de Maschke 2.5.1, sabemos que
x = mixW + mpx® 4+ max®.

Encontrar x.

Utilizaremos la ecuacién 17 y la parte 2 del Corolario 2.8.1 para calcular my

y my (valores de caracteres para x = x“*/ que fueron encontrados en el ejemplo

2.7.2):
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Asi

mq

ma

<)(,)((1)>; por 2) de teorema 2.8.1

2 x(m ; por ecuacion 17

71.’653

1

- [x<e>x<1><e> + +x<<1,3,2>>x<1><<1,3,z>>} ; VT € Ss

%(3&—1—1~1+1-1+1-1+0-1—|—O~1):1

<X, (2)y; por 2) de teorema 2.8.1

Z x( ; por ecuacién 17

7'(€S3
1
- [x<e>x<2><e> ot x((1,3,2)xP((1,3,2)] ; v € S5
%(3-1—1-1—1-1—1-1+o-1+o-1) =0

De hecho, ya habiamos establecido que el caracter de definicién contenia una co-

pia de la trivial. Esto se observé cuando se descompuso las matrices correspon-

dientes como X = A @ B, donde A es la matriz de la representacion trivial. La

excelente noticia es que las matrices B corresponden a una o més copias del carac-

ter desconocido X(3)- Estas matrices resultaron ser
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10 -1 -1 1 0
B(e) = B((1,2)) = B((1,3)) =
0 1 0 1 -1 -1
01 -1 -1 0 1
B((2,3)) = B((1,2,3)) = B((1,3,2)) =
10 1 0 -1 -1

Si elegimos que i como el cardcter correspondiente, entonces
y(e) = tr B(e) =2

$((1,2)) = $((1,3)) = 9((2,3)) = tr B((2,3)) =0
$((1,2,3)) = 9((1,3,2)) = tr B((1,3,2)) = ~1

Si ¢ es irreducible, entonces

m3 = (x,¢); por2) de teorema 2.8.1

— % 2 x () (7); por ecuaciéon 17

* mEeSs

_ % (@) w(e) + ...+ x((1,3,2))$((1,3,2))]; V7 € S5

1
= Z(3-241-041-04+1-040-(~1)+0- (1)) =1

asi hemos encontrado X(3) = 1. Si no es irreducible, 1, siendo de grado 2, debe

contener dos copias de x(3). Por la parte 4 del Corolario 2.8.1 podemos calcular:
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(P, ) = % Z Y(7r)y(7r); por ecuacién 17

' TES;y
= L pEP(E) + -+ p((1,3,2)9((1,3,2))]; V7 € 53
= %(22+02+02+02+(—1)2+(—1)2):1

Asi concluimos que B es irreducible. Y por lo tanto la tabla de caracteres completa

para S3 es:

K K K

En general, el médulo de definicion para S,, V. = C{1,2,...,n}, siempre tiene
W = C{1+2+ ... +n} como un submédulo. Si x(!) y x* son los caracteres co-
rrespondientes a W y Wb, respectivamente, entonces V. = W @& W+. Esto se
traduce a

Xdef et X(l) _|_XJ~

un término de caracter. Ya sabemos que x“°/ contiene puntos fijos y que x(1) es el
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cardcter trivial. Asi

x*t(m) = (ntmero de puntos fijos de 1) — 1

es también un caracter de S,;- De hecho, XL es irreducible, aunque eso no es obvio.



CAPITULO 3

REPRESENTACIONES DEL GRUPO

SIMETRICO.

En este capitulo construiremos todas las representaciones irreducibles del gru-
po simétrico. Sabemos que el nimero de estas representaciones es igual al nimero
de clases de conjugacion, en el caso de S, es el nimero de particiones de n. Puede
que no sea obvio cémo asociar una representacion irreducible con cada particiéon
A = (A1, Ay, ..., A) pero es facil de encontrar un subgrupo correspondiente S,, que
sea isomorfoa ), x Sy, X ... X §), en S;. Asi podremos construir la cantidad ade-
cuada de representaciones mediante la induccién de la representacion trivial en

cada S, hasta S,,.

136
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3.1. Subgrupos de Young, Tablas y Tabloides.

Nuestro objetivo en ésta seccién es la construccién de los médulos M*. Antes
que todo, introduciremos algunas notaciones y definiciones para las particiones.
SiA = (A, Ay, ..., A)) es una particion para 7, entonces escribimos A - n. También

usamos la notacién [A| =Y ;A =n

Definicién 3.1.1. Supédngase que A = (A1, Ay, ..., A;) = n. El diagrama de Ferrers
o forma, de A es un arreglo de n puntos con l filas justificadas a la izquierda, donde el

renglon i contiene A; puntos paral <i <.

El punto en la fila i y columna j tiene coordenada (7, j), como en una matriz.
Las celdas se utilizan a menudo en lugar de puntos. Como un ejemplo, la particién

A = (3,3,2,1) tiene diagrama de Ferrers

o también

donde la celda en la posicién (2,3) tiene a X en ella.
Ahora deseamos asociar a A un subgrupo de S;,. Recordemos que si T es cualquier

conjunto, entonces St es el conjunto de permutaciones de T.



Subgrupos de Young, Tablas y Tabloides. 138

Proposicion 3.1.1. Si X = {ay,ay,...,an} es cualquier conjunto finito con n > 1 ele-

mentos, entonces se tiene un isomorfismo entre S, y Sx.

Demostraciéon:
Sea I, = {1,2,..,n}, sabemos que S, = {7 : I, = I,| 77 es inyectiva}.
Ahora si X = {ay,4ay,...,a,}, entonces, Sx = {®P : X — X | P esinyectiva}. Con
esto construimos como deben ser ®.

Ahora definimos una funcién que enumere los elementos de X, es decir:

i i) = a

¢ inyectiva:

Sean i, j € I, tales que ¢(i) = ¢(j).

¢(i) = ¢(j) = a; = aj; por definicion de ¢.

Por lo que ¢ es inyectiva.

Dado que I, y X poseen el mismo cardinal, entonces se tiene que ¢ es sobreyectiva.
Asi tenemos que ¢ es biyectiva y por lo tanto tiene una funcién inversa biyectiva
que aplica como: ¢! : X — I,

Consideremos el diagrama.
4)71

I, — X
Tl I o(m)
In T X

Asi definimos ®(71) : X — X mediante la composicién ®(71) = po o p 1.
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De aqui @ (1) es biyectiva ya que cada una de las funciones involucradas lo es.

Ahora probaremos el isomorfismo:

o: S5, — SX

T — ®(n) =¢omogp L.
Bien definida:

Sean 71,0 € S, | T = 0.

O(n) =¢pomodp™ ' =¢pocop ! =d(0).

Asi tenemos que ¢ esta bien definida.

Inyectiva: Sean 77,0 € S, | D(71) = P(0).

O(n) =P(0) = ¢omo¢p ' =¢pocro¢!; por definicion
= gpomop lop=¢porop log; ¢biyectiva
= ¢ormold = ¢oocold; prodiedad de funciones
= ¢ o7 = ¢oor; composicién con la funcién identidad
= ¢ lopom=¢ logpoor; ¢ esbiyectiva
= Idom = Id oc; propiedad de funciones

= 7T = 0;composicién con la funcién identidad

Asi se tiene ® es inyectiva.
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Sobreyectiva:
Como S, y Sx tienen el mismo cardinal, se sigue que la inyectividad de ® implica
que es sobreyectiva.

Homomorfismo:

Sean 71,0 € S,,.

®(mroo) = ¢o(mor)od ! por definicion
= ¢po(mo(ld)or)o (p_l ; composicién con la funcién identidad
= ¢o(mo(¢p lop)or)op s ld=¢ lo¢
= (pomod Ho(porogl); asociatividad

= ®(7) o ®(0); por definiciéon de P

Asi @ es homomorfismo. Por lo que concluimos S, = Sx. B

Definicion 3.1.2. Sea A = (A1, Ay, ..., A;) b n. Entonces el correspondiente subgrupo

de Young de S, es

Spo= St X St A2 A} X St LA A 42, A+ At As} X

e X S A=A 42,0}

Estos subgrupos se nombran en honor a Alfred Young, que fue uno de los
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primeros en construir las representaciones irreducibles de S;,. Por ejemplo,

5(3B321) = S{123} X S{a56) X S{78) X S9}

112

S3X53X52X51

Ahora probaremos que S, es isomorfo a Sy, X Sy, X ... X §), como grupos. Sabe-

mos que

SA = 501200 X SO 42, A4 A0} X ST +Aa42, A4 A A} X oo

o X S{n—/\z+1/”—)‘l+2'""”}

112

Sxy X 8p, X Sy X oo X Sy,

Definicién 3.1.3. Considere H < G y una representacion matricial X de G. La restric-
cion de X a H, denotada X iIG{ (h), estd dada por

X 15 (h) = X(h)

para todo h € H. Si X tiene cardcter X, entonces denotamos el cardcter de X 1% por

x5 .
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Definicién 3.1.4. Considérese H < G y fijemos una transversal(diagonal) para las clases
laterales izquierdas de H, es decir, G = t{H W ... W t;H, donde W denota uniones de
disjuntos. Si Y es una representacion de H, entonces la correspondiente representacion

inducida Y 1% asigna a cada ¢ € G la matriz cuadrada.

Y(tl_lgtl) Y(tl_lgt2) e Y(tl_lgtl)
Y(t5 gt) Y('gty) oo Y( gt
Y 1§ (g) = (Y(t7gt)) = (f7°gh) Yt gh) (t:'8t)
Y(t gh) Y(E'gh) - Y(tlgh)

, donde Y (g) es la matriz cero si ¢ ¢ H.

Proposicién 3.1.2. Sea H C G y sea {t1, ..., t;} una transversal para H, y formamos el
conjunto de clases laterales H = {t1H, tH, ..., t;H}. Entonces las matrices de 1 Tg son

las mismas que las de G actuando en la base H para el conjunto de médulos CH.

Demostracién: Encontraremos la representacién inducida 1 1%, y las matrices
para G actuando en la base H para el conjunto de médulos CH y verificaremos
que son las mismas.

Seage G,HCGy {f1, ..., t;} una transversal para H. Usando la representacion

trivial, tenemos que su respectiva representaciéon inducida es la siguiente:
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115 (g) =

(1(t"gt7))

(

o1
1; ti gt]'EH

.41
\0, ti gtng

1,' gt]H = i‘iH

0,' gt]H 75 tiH

143

Ahora hacemos actuar ¢ € G sobre la base H para el conjunto de médulos CH.

Sea H = {t1H,t,H, ..., t}H} y ¢ € G, entonces

g-i’lH = (gtl)H =

§-tH = (gt)H =

§-tiH = (gt;)H =

1; gtlH = tlH

0,' gtlH 75 tlH

1; gsz = sz

0; ¢toH # thoH

1; gtl‘H = tl'H

0; gi’iH 7é i'z'H

En general tenemos

1; gt]H = tiH

1(g) =

O; gt]H 7& tiH

Entonces las matrices de 1 1¢ son las mismas que las de G actuando en la base
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‘H para el conjunto de médulos CH, es decir:

115 (g) = X(3)

. P G
Y se tiene que CH es un modulo para 1 13 (¢).H
Ahora consideremos la representaciéon inducida de 1 ng Si 71y, 71, ..., 7T €S UNna

transversal para S,, entonces por la proposicién anterior el espacio vectorial
A
V* = C{mS,\, 71'25,\, ceey 7TkS/\}

es un médulo para nuestra representacién inducida.

Ejemplo 3.1.1. Encuentre las matrices de la representacion trivial inducida de Sy en

S3, es decir 1 Tgi

Sea S, = {e,(1,2)} y S3 ={¢,(12),(13),(23),(123),(132)}. Sabemos que el

ntmero de las clases de conjugacion es: % =3.

Sea H = {e, (12)}, entonces ‘Sg—i ={H,(13)H,(23)H} = H. Asi elegimos la trans-
versal {t1,t5,t3} = {¢,(13),(23)}.

Ahora encontraremos las representacién inducida para g = (12) € Sz.Por defini-

cién sabemos que:
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112 ((1L2) = (1t '(12)8))
1(e~1(12)e) 1(e~1(12)(13)) 1(e~1(12)(23))
= | 1((13)71(12)e) 1((13)1(12)(13)) 1((13)7'(12)(23))

1((23)7(12)e) 1((23)71(12)(13)) 1((23) '(12)(23))

Calculando cada uno de estos valores tenemos:

1(e71(12)e) =1((12)) =1; (12) € H

1(e71(12)(13)) = 1((12)(13)) = 1((132)) = 0; (132) ¢ H
1(e71(12)(23)) =1((12)(23)) =1((123)) = 0; (123) ¢ H
1((13)71(12)e) = 1((13)(12)) = 1((123)) = 0; (123) ¢ H
1((13)71(12)(13)) = 1((13)(132)) = 1((23)) = 0; (23) ¢ H
1((13)71(12)(23)) =1((13)(231)) =1((12)) =1; (12) € H
1((23)71(12)e) = 1((23)(12)) = 1((132)) = 0; (132) ¢ H
1((23)71(12)(13)) = 1((23)(132)) = 1((12)) = 1; (12) € H

1((23)71(12)(23)) = 1((23)(123)) = 1((13)) = 1; (13) ¢ H
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Por lo que se tiene la siguiente representacion:

Ahora procedemos a calcular la representacion regular para g = (12) € Sz enla
base H = {H,(13)H, (23)H}. Hacemos actuar ¢ = (12) sobre los elementos de
H:

(12)-H=H

(12)-(13)H = (132)H = (23)H

(12)-(23)H=(123)H = (13)H

Por lo que se tiene la representacion:

Por lo tanto se concluye que las marices de 1 Tg; son las mismas que las de S3

actuando en la base H para el conjunto de médulos CH.

Definicién 3.1.5. Supdngase que A = n. Una tabla de Young de forma A es un arreglo
t obtenido mediante el reemplazo de puntos del diagrama de Ferrers de A con los niimeros

1,2, ..., n biunivocamente.
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Sea t(; ;) fijo para la entrada de t en la posicién (i,j). Una tabla de Young de
forma A es también llamada una A—tabla y se denota por #'. Alternativamente
escribimos sht = A (sh del inglés shape que se traduce como "forma"). Existen n!

tablas de Young para cualquier forma A - n. Como ilustracién, si

A=(21)=

entonces una lista de todos las posibles tablas de forma A es:

La primer tabla tiene las entradas t;1 = 1, t12 = 2y tp1 = 3. Ahora podemos

introducirlos formalmente como clases de equivalencia de tablas.

Definicién 3.1.6. Dos A—tablas t| y t, son equivalentes por filas, t; ~ ty, si los
correspondientes renglones de las dos tablas contienen los mismos elementos. Un tabloide

de forma A, o A-tabloide es entonces

{t} = {tilti ~ t}

donde sht = A.

Aligual que antes, utilizaremos lineas entre las filas de un arreglo para indicar
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que es un tabloide. Asi, para

1 2
= ,
3
entonces
1 2 21 1 2
{t} = , -
3 3 3

Si A = (A, Ay ..., A;) F n, entonces el numero de tablas en cualquier clase

d
de equivalencia dada es A{!Ap!- - Ayl ) Al. Asi que el nimero de A-tabloides es

justamente n!/A!, esto se demuestra en la proposicién 3.1.3.

Ahora 7t € S, acttia sobre una tabla t = (t; ;) de forma A I~ n como sigue:

-t =n(t) = (n(t;)))

1 2
Por ejemplo:sim = (1,2,3) yt = , entonces

Esto induce una accién sobre tabloides de la siguiente forma:

e {ty = {m-t}
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Probaremos que esta accion esté bien definida, es decir , dados {t} y {t'} se cum-
ple lo siguiente: {t} ~ {t'} = - {t} ~ - {t'}.

Para ello basta probar que se cumple para tablas.

t~t = t=0c-t;cER

= (ti) =0 (t,); ke {12, A}

Extendiendo a tabloides se tiene que {t} ~ {t'} = - {t} ~ - {t'}. Por lo

tanto la accidon esta bien definida.

Definicién 3.1.7. Supdngase que A = n. Sea

M)\ = C{{tl};---l {tk}}’

donde {1}, ..., {ty} es una lista completa de A-tabloides. Entonces M* es llamado médulo

de permutacién correspondiente a A.
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Dado que estamos considerando sélo las clases de equivalencia por renglo-
nes, podriamos enumerar los renglones de M" en cualquier orden y producir un

isomorfismo de médulos. Asi M¥ se define para cualquier particién ordenada p.
Ejemplo 3.1.2. Si A = (n), encontrar M.

El correspondiente diagrama de Ferrers para A estidadopor: ¢ o .. e -

N—_———
n puntos

Asi que una tabla de Young t de forma A puede ser:

y se tiene el tabloide {t} = 1 2 ... j ;asi, el m6dulo de permutacién corres-

pondiente a A = (n) es:

M("):C{lz n}

Ahora falta verificar como acttia un elemento de S, en M(") . Sea 7t € S, V12 ---n

un bésico de M), entonces

712 ---n = mw(l) n2) --- 7(n) =12 --- n

Por lo tanto en M (") actda la accién trivial.
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Ejemplo 3.1.3. Considere A = (1") = (1,1,...,1), encontrar M" y establecer un iso-
—_——
n—uveces
morfismo con el médulo CS,, .

Cada clase de equivalencia {t} consiste de una sola tabla, y ésta tabla puede
ser identificada con una permutacion en notacién de una linea. El diagrama de

Ferrers estd compuesto por n puntos de la forma:

n — puntos

\

Como las tablas de Young estan formadas sustituyendo los puntos por los nime-
ros de 1 a n, al permutarlos en la columna obtenemos diferentes tablas por lo que
tenemos 1! tablas de Young y cada una de ellas es un tabloide. Por lo tanto el mo6-
dulo M(1") est4 constituido por estos tabloides y su dimension es n!. Asi podemos
formar una correspondencia biyectiva entre una base para M(1") y una base para

CS, y por lo tanto tenemos que

M1 ~ s,

Como grupos, sin embargo debemos probar que existe el isomorfismo como S, —mddulos.

Definimos la aplicaciéon



Subgrupos de Young, Tablas y Tabloides. 152

(1)

; 7(2)
0:CS, — M) con la correspondencia 7 +—

mt(n)

Probaremos que dado un elemento bédsico m € CS, y ¢ € S;, se cumple que
O(c-m) =0-0(m).

(0-m)(1) o(n(1)) (1)
(- 7)(2) o(z(2) _ = 7@

(o - 7)(n) o(r(n)) 7(n)

Asi concluimos que 6 es un isomorfismo cémo S,-médulos.

51

n az
Ahora falta verificar como acttia un elemento de S,, en M(1"). Sea 7t € S,, y —

an

un elemento basico de M(1") donde los a; € {1,2,...,n}, entonces tenemos:

am m(ay) b

a m(az) by

an mt(an) b,
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Donde los b; € {1,2,...,n}. Asi como al hacer actuar 77 en un elemento de M)
obtenemos otro tabloide unicamente permutando las filas, entonces concluimos

que su representacion es la regular.

Ejemplo 3.1.4. Sea A = (n — 1,1), calcular M" y establecer un isomorfismo con el

médulo C{1,2,...,n}.

Cada A-tabloide es determinado tinicamente por los elementos en la segunda
fila, los cuales son un nimero de 1 a n. Asi M* esta formado por n A-tabloides y

el diagrama de Ferrers estd compuesto de la siguiente forma:

n—1  puntos

Ahora probaremos M(n=11) o~ C{1,2,--- ,n}. Para ello definimos
0 : C{1,2,..,n} — M1 dada por (k;) = {t;} donde k; € {1,2,..,n} y es
el elemento fijo del segundo renglén. A continuacién probaremos que 6 estd bien
definido y es isomorfismo:

1) Bien definido: Sean k;, k]- € {1,2,..,n} elementos bésicos de C{1,2,...,n}

tales que k; = k;.
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6(k;) = {t;}; definicién de 0

ki ky .. kiq kizqi ... k
= : il ! . definicién del tabloide en M("~11)

h L oIy
= ; por hipétesis y I; € {1,2,...,n} — {kj}

= {t;}; por definicion del tabloide en M("~1')

= 0(k;); por definicién de 0

Y se tiene que 0 estéd bien definida.

2) 6 es homomorfismo de S, —mddulo: Sea 7 € S, k; € {1,2,...,n}.

m-0(ki) = m- - ; definicion de 6

7'C(k1) 7T(k2) n(ki—l) 7T(ki+1) ﬂ(kn)

= - accién en ML)

= 6(mt((k;))); definicion de 6

= 0(m- (k;)); definicion de accién en C{1,2,...,n}

Asi tenemos que 6 es un homomorfismo de S, médulos.
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3) 0 es inyectiva: Sean k;, k; € {1,2,.,n} vyt € {1,2,.,n} — {k]-} tal que

Y se tiene que 6 es inyectiva.

4) 6 es sobreyectiva: Sea a un elemento béasico de M(*~11),

a e M) = g = {1}; definicién en M("~11)

ki ko .. ki1 kizq . kn o
= 0= ; definicién en M

ki

(n—1,1)

= a= Q(ki); ki € {1,2,...,11}

Y se tiene que 6 es sobreyectiva, por lo tanto es biyectiva y asi, 8 es un isomorfismo

de S;, médulos.

(n—1,1)

Ahora falta verificar como acttia un elemento de S, en M .Seamm € S,y
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ki ky .. kiiq kiv1 ... ky . .
un béasico de M(*—1 ), entonces

ki

ki ky o kicn kipn .. kg n(kr) m(kz) .. m(kiz1) 7(kit1)

donde los I; € {1,2,..,n}. Como 7t actia permutando unicamente un elemento

n—1,1)

en cada fila entonces, entonces M ( tiene la representacion de definicion.

Ejemplo 3.1.5. Calculemos el conjunto completo de caracteres de estos médulos cuando

n=23.

En este caso las tinicas particiones son A = (3), (2,1), y (1®). De los ejemplos
anteriores, los M* médulos corresponden al trivial, de definicién (ejemplo 2.7.2)
y representaciones regulares (ejemplo 2.7.3) de S3, respectivamente. Todos éstos
valores de caracter han sido calculados en el Capitulo 2. Se denota el caracter de
M* por ¢ y se representa a la clase de conjugacién de Sz correspondiente a y por

Kj,. Entonces tenemos la siguiente tabla de caracteres:
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o) |1 1 1
oV |3 1 0

o116 0 0

Los M* tienen las siguientes propiedades generales de médulos.

Definicién 3.1.8. Decimos que un G-médulo M es ciclico si existe un v € M tal que

M = CGuo,

donde Gv = {gv|g € G}. En este caso decimos que M es generado por v.
Dado que cualquier A-tabloide puede ser llevado a cualquier otro tabloide de la misma

forma por alguna permutacion, M* es ciclico.
Esto se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.3. Si A - n, entonces M* es ciclico, generado por cualquier

MA-tabloide dado. Afiadiendo, dim M?» = n!/\!, el niimero de \-tabloides.

Demostracion:
Sean G = S, A = (A1, Ag, ..., Ag). Probaremos que: M = CS,{t;} donde

Sn{t:;} = {m{t;}| para algtn {t;} € M}, m € S,}.

. M C CS,{t;}.
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Sea {t;} € M*, m € S,.

{tj} = e{t;}; propiedad de accién
= oo '{t;}; definicion 1.3.1 (4).
= o(c! {tj}) ley asociativa

= oftip{t} =0t} i#]

Y tenemos que M* C CS,{t;}.

. M* D CS,{t;}

Seaa € CS,{t;}

a = m{t;}; definicién de CS,{t;}
— {rt;}; definicién de accién en M*

= {tu} €MY; tyy=mt;, i #m

Y tenemos M* O CS,{t;}. Por lo que concluimos M* = CS,{t;}

Ahora probaremos que dim M* = n!/A!, para ello sea A - n. Sabemos que cada
tabla de Young consta de n puntos de los cuales A1 son de un tipo, A, son de otro
tipo y Ax son de k—ésimo tipo.

Asi como A = (Aq, Ap, ..., Ag) conn = Ay + Ay + ... + A, entonces el nimero de

permutaciones diferentes [1] de los n puntos es: n!/A1!1A;!. AL
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Por lo tanto, dado que M* = C{{t;},..., {t}}, entonces dim M* = n!/A!.
De esta manera queda probada la proposiciéon. B
¢Cual es la conexién entre nuestros médulos de permutacion y los obtenidos in-

duciendo a partir de un subgrupo de Young? Podemos pensar en

SA= 5012, 00 X SO 42, A 440} X o X S A=A 42,n)

modelado por el tabloide:

1 2 cee M

AM+1 AM+2 -+ A+ A
{'} =

n—A+1 --- n

El hecho de que S, contiene todas las permutaciones de un intervalo dado de
numeros enteros es claro por el hecho de que el orden de estos ntimeros enteros
es independiente en t* (ya que todos ellos se encuentran en la misma fila). Por lo
tanto las clases 7S, corresponden de alguna manera al tabloide {7tt'}. Para ser

mds precisos, veamos el Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.1. Considere A = n con el subgrupo de Young S, y el tabloide {t}, como

antes. Entonces V* = CS,,S, y M = CSn{t)‘} son isomorfos como S,-mdédulos.
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Prueba:
Sea 711, 72, ..., 7T} una transversal para S). Definimos la aplicaciéon
0:Vh — M*
Sy — 0(miSy) = {7‘Cit)‘}; i=12,..,k
Para probar que V* 2 M*, verificaremos que 6 es un S, —homomorfismo biyecti-
Vo.
0 es inyectiva?

Sea 7r;Sy , 035y € V' tal que 8(7;S)) = 0(0;Sy).

0(m;iSy) = 0(0;Sy) = {mit*} = {o;t"}; definicion de 6
— m{t"} = 0;{t"}; accién en sobre tabloides

— m;8) = 0;S,; definicién de V*

Asi concluimos que 6 es inyectiva.

¢0 es sobreyectiva?. Seay € M”.

ye M — y=m{t"}; definicién de M*
— y = {mt"}; accién en sobre tabloides

— y = 0(m;S,); definicién de V*

Por lo tanto se concluye que 0 es sobreyectiva.
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¢ 0 es un S;,-homomorfismo?

Sean o € S, y m;S) € VM.

0(cmiSy) = {omt'}; definicion de 6
= o{mt"}; accién en sobre tabloides

= 06(m;S)); definicién de 6

Por lo tanto 6 es un S,, —homomorfismo biyectivo y asi V* =2 M*.

3.2. Orden Dominante.

Encontraremos un orden para las particiones A. De hecho, consideramos dos
ordenaciones importantes en las particiones de n, una de las cuales sélo es un

orden parcial.

Definicién 3.2.1. Si A es un conjunto, entonces un orden parcial sobre A es una relacion

< tal que
1. a<a
22a<byb<aimplicaa=D0,y
3. a<byb<cimplicaa<c

para todo a,b,c € A.
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En este caso decimos que (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Tam-
bién escribimos b > a paraa < b tantocomoa < b (ob > a)paraa < bya # b.
Si ademds, para cada par de elementos a,b € A tenemos yaseaa < bob < g,
entonces < es un orden total y (A, §) es un conjunto totalmente ordenado.

Las tres leyes de un orden parcial se llaman reflexiva, antisimétrica, y transitiva,
respectivamente. Los pares de elementos a,b € A tal que no se cumple ninguno
de los siguientes casos: 4 < b, b < g; son llamados incomparables.

En particular el orden parcial en el cual estamos interesados es el siguiente:

Definicién 3.2.2. Supongase que A = (A1, Ay, ..., Ay) y b = (Y1, Yo, ..., Wm) Son parti-

ciones de n. Entonces A domina a y, escrito como A > u, si

/\1—1—/\2—1—...—}—)\1'2‘1,11+‘1,[2+..._|_Vi

para todo i > 1. Si i > I (respectivamente, i > m), entonces hacemos a A; (respectiva-

mente u;) como cero.

Intuitivamente, A es mayor que y en el orden dominante si el diagrama de
Ferrers de A tiene pocas filas con muchos puntos en cada una, y para u tiene
varias filas y pocos puntos en ellas. Por ejemplo, cuando n = 6, entonces
(3,3)>(2,2,1,1) yaque 3 > 2,3+3 > 2+ 2, etc. Sin embargo, (3,3) y (4,1,1) son
incomparables ya que 3 < 4, pero 3 43 > 4 + 1. Cualquier conjunto parcialmente

ordenado puede ser visualizado usando un diagrama de Hasse, el cual se describe
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a continuacion.

Definicién 3.2.3. Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y b,c € A, entonces
decimos que b es cubierto por c (o ¢ cubrea b), escritob < c (o ¢ > b), si b < ¢y no existe
d € Atalqueb < d < c. El Diagrama de Hasse de A consiste de vértices que representan
los elementos de A con una flecha desde el vértice b hasta el vértice c si b estd cubierto por

C.

A continuacién construimos el diagrama de Hasse de n = 6. Primero encon-
tramos todas las particiones de n = 6:
(1,1,1,1,1,1) = (19), (2,1,1,1,1) = (2,1%), (2,2,1,1) = (22,1?),
(22,2) = (2%)
(3,1,1,1) = (3,13), (3,2,1), (3,3) = (3%), (4,1,1) = (4,1%), (4,2),
(51), (6)
Para construir el diagrama, ordenamos las particiones por dominacién usando la
definicién 3.2.2. Asi se tiene
(1,1,1,1,1,1) <(2,1,1,1,1) ya que,
1<2
1+1<2+1
1+1+1<2+1+1
1+1+1+1<2+1+1+1
I+41+1+141<2+1+1+4+1+1

1+1+1414+1+1<2+1+1+1+1+40
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Pero hay ciertas particiones que no son comparables, por ejemplo:

(3,3) y (4,1,1), yaque

3<4

3+3>4+1

De estos resultados concluimos que las particiones (3,3) y (4,1,1) no son com-
parables y por ello no podemos trazar flechas entre ambas, sin embargo si lo son
con (3,2,1); de esto dirigimos una flecha de la particiéon (3,2,1) a las particiones
(3,3) vy (4,1,1).

Asi realizando estos mismos cdlculos para las otras particiones, construimos el

diagrama de Hasse de la siguiente manera:
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(1)

El lema fundamental relativo al orden de dominancién es el siguiente:
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Lema 3.2.1. (Lema de Dominacién para Particiones)
Sea t" y s* tablas de forma A y u repectivamente. Si, para cada indice i, los elementos de

la fila i de s estdn todos en diferentes columnas en t*, entonces A > y.

Prueba:
Por hipétesis podemos ordenar las entradas en cada columna de +* de manera
que los elementos de la fila 1,2, ...,i de s* estén todos en las primeras i filas de t,
Como los elementos del primer renglén de S# estan en diferentes columnas en
t, se tiene que Ay > p1. Luego el ntimero de columnas que ya hemos ocupado
en Ay son y1 y dado que los elementos de ji, estan en diferentes columnas de t*,

debemos tener que Ay + (A1 — p1) > pp por lo que Ay + Ay > uq + uo.

Continuando con este proceso, se concluye que:

AM+Ay+..+A; = ntmero de elementos en las primeras i filas de t
> numero de elementos de s* en las primeras i filas de +*

— Vl—f—yz—{—..._f_‘ul.

Por lo tanto tenemos A > 1. B
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3.3. Mboébdulos de Specht.

Ahora constuiremos todos los médulos irreducibles de S,;, los llamados mé-
dulos de Specht, S*.
Toda tabla de Young determina naturalmente ciertas copias isomorfas de los sub-

grupos de Young en S,.

Definicién 3.3.1. Supdngase que la tabla t posee filas R1, Ry, ..., R; y columnas C1, Cy, ..., Cy.
Entonces

Rt:SRlstZX"'XSRl

Ct:SC1XSC2><"'><SCk

son los grupo estabilizador de filas y grupo estabilizador de columnas de t, respec-

tivamente.

Si tomamos

4 1 2
t= (1)
3 5
entonces
Re = Sf104) X S(35)
y

Ct - 5{3,4} X 5{1’5} X S{Z}
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Observe que nuestras clases de equivalencia se pueden expresar como {t} = Ryt.
Ademas, estos grupos estdn asociados con ciertos elementos de C[S,]|. En gene-
ral, dado un subconjunto H C S,, podemos formar los siguientes elementos del

algebra de grupo CI[Sy]

(Aqui, el algebra de grupo estara actuando sobre los médulos de permutacion
M?. Asi, los elementos de C[S,] no estdn jugando el papel de los vectores y no
son conjuntos en negrita.) Para una tabla t, el elemento R," ya estd implicito en
el correspondiente tabloide por la observacién al final del parrafo anterior. Sin

embargo, también tendremos que hacer uso de

x C, = ) sgn(m)m.

ey

Si t tiene columnas Cq, Cy, ..., Ci, entonces «; se factoriza como

Kt = Kc,KC, * * - KCy.-

Finalmente, podemos pasar de t a un elemento del médulo M* mediante la si-

guiente definicion.



Mbédulos de Specht 169

Definicién 3.3.2. Si t es una tabla, entonces el politabloide asociado es

ey = Kt{t}.

Para ilustrar estos conceptos usamos la tabla en (1), y calculamos e;.

4 1 2
Por definicién tenemos que x; = kc,kKc,kc, ya que t = , de donde

3 5
C; ={3,4}, C; ={1,5}, y C3 = {2}. Asi tenemos,

ke, =C; = Z{;sgn(ﬂ)n
= sgn((3,4)](3,4) +s¢n[(3)(4)](3)(4)
= sgn[(3,4)](3,4) 4 sgn[(3)]sgn[(4)](3)(4)

= —(34+0)4)

ke, =C;, = Z{;sgrz(n)n
= sgn[(1,5)](1,5) 4+ sgn[(1)(5)](1)(5)
= sgn[(1,5)](1,5) 4 sgn[(1)]sgn[(5)](1)(5)

= —(1,5)+ 1))

Ke, =Cy = ) sgn(m)m =sgn((2)](2) = (2)
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De donde
ke = Kekopke, = [(3)(4) = (3,4)][(1)(5) - (1,5)][(2)]
= [3)4)(1)(5) = (3)(4)(1,5) = (3,4)(1)(5) + (3,4)(1,5)][(2)]
= e¢— (1,5 —(3,4)+(1,5)(3,4)
Ahora
41 2
er = xi{t} = e — (3,4) — (1,5) + (1,5)(3,4)]
35
y asi
41 2 312 452 352
er = - - +
35 4 5 31 4 1
1 2 4
De manera similar encontramos que para la tabla t' = su respectivo
53
politabloide es

345 2 45 1 3 4 12 4
et/: — — +

De esto notar que e; depende de t y no sélo de {t}.
El siguiente lema describe lo que ocurre con los diversos objetos definidos previa-

mente al pasar de t a 7t.
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Lema 3.3.1. Sea t una tabla y 7w una permutacién. Entonces
1. Ry = Ryt 1,
2. Copy = Cyt L,
3. Kqp = TTKTT L,
4. ey = TTE;.

Prueba:

1. Sea 0 € R, entonces tenemos,

0 € Ry < o{nt} = {nt}; por definicion en R

!

or{t} = r{t}, accién en tabloides
nlon{t} = n 1n{t}; inversoen S,
nlon{t} = {t}; identidad en S,

ntom{t} € Ry; por definicién en R;

(A

o e n 'Ry por definicién en Ry

Asi concluimos que Ry = tR;t L.

2. Si tenemos A = 1, sabemos que una tabla de Young de forma A es un arre-
glo t obtenido mediante el reemplazo de puntos del diagrama de Ferres de

A con los ntmeros {1,2,...,n}. Ademas como el diagrama de Ferres es un
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arreglo de n puntos con [ filas justificadas a la izquierda, donde el renglén i
contiene A; puntos paral < i < [. Entonces por esta condicién el numero de
elementos de la columna 1 serd mayor o igual al de la columna 2; en general
G <Gl <. <Gl

Por lo tanto la transpuesta de una tabla es una tabla.

Asi por (1) y tomando la transpuesta del grupo estabilizados de columnas

tenemos que Cr; = wCprr L.

3. Kyt = 7TKp7T L

Sabemos que k¢ = ) rcc,, 5¢n(T)T. De donde

T€Cpy = 1€ nCm; por(2)

— t=ntm v €
Asi tenemos:

ket = Y (sgn(mt’'w 1)) mt' Y por definicién de x;
T’ECt

= Y (sgnmsgnt sgnn!)mt'n; propiedad (3) del capitulo 2

el

= sgnmsgnm ' Y (sgnT') ' m; propiedad de sumatoria
TIECt

= () ( Y (sgn T’)T’) n1; sgn = sgn !y m no depende de C;
T’GCt

= 7TKt7T*1 ; definicion de «;
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Asi concluimos que k¢ = kT L

4. e = TTE:.

Por definicién de politabloide tenemos

ext = km{mt}; por definicion de politabloide
= e H{mt}; por (3)
= 7 L r{t}; accién de politabloides
= 7ki{t}; identidad en S,

= 7tes; definicion de politabloide

Por lo tanto ey = 7te;. B

Podemos pensar en este lema, por ejemplo, en la parte 1, de la siguiente ma-
nera. Si t tiene entradas de ¢; j, entonces 7tt tiene entradas 7t; ;. Por lo tanto un
elemento de la fila-estabilizadora de 7t puede ser construido aplicando primero
71! para obtener la tabla t, luego permutando los elementos dentro de cada fila
de t, y, finalmente, volver a aplicar 7 para volver a la entada correcta. Por otra

1

parte, acabamos de probar que si ¢ € Ry, entonces 7w~ 'o7r € R; y el siguiente

diagrama conmuta:
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Finalmente estamos en posicién de definir los médulos de Specht.

Definicién 3.3.3. Para cualquier particién A, el correspondiente médulo de Specht, S*,

es el submédulo de M* generado por todos los politabloides e;, donde t es de forma A.
Por la parte 4 del Lema 3.3.1, tenemos lo siguiente.

Proposicién 3.3.1. Los S* son médulos ciclicos, generados por cualquier politabloide

dado.

Demostracién: Por definicién de grupo ciclico ( definicion 3.1.8), probaremos
que SN = CS,es; e € SN
Sea e; € SM.

et € S = 1e; = eyr; lema 3.3.1 parte 4.
Pero dado que re; € CSye;, cualquier elemento de sA puede ser escrito como
producto de una permutacioén de S, actuando sobre un politabloide dado. Y asi
tenemos que S” es ciclico generado por el politabloide ¢;.H

Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 3.3.1. Supénga que A = (n). Calcular S*.

Del ejemplo 3.1.2 el tabloide que se forma con la particion A = (n)es 12 ...y .

Luego:

€12..n. = Kt 12 ...n ; por definicién de politabloide
= kc,kc,-kc, 12 -..n ; factorizacion de «;
= sgn((1))(1) -sgn((2))(2) - ...-sgn((n))(n) 12 ...n ; por definicion de «;
= (1)-(2)-...-(n) 12 ...n ; definicién de sgn

= 12 ...p ; accion en tabloides

es el tnico politabloide y por lo tanto S =C 12 ...4 .
Ahora verificaremos como acttia una permutacién en S(1) Gea gESLy

€112 ...1 +tcn 12...n € S™, entonces

{1 12-oon Tt 12-ccn =01 (1) ---w(n) +-Fon w(1) ---7(n)

= 12.-.n +t--+tCyw 12...1n

por lo tanto S conlleva la representacion trivial. Esto es, por supuesto, la
tinica posibilidad, ya que S es un submédulo de M) en el que S, actua trivial-

mente (Ejemplo 3.1.2). Notar que $(") = M* y Dim §(") = 1.
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Ejemplo 3.3.2. Sea A = (1") = (1,1, ..., 1) y fijemos
e e

n—uveces

Calcular S*.

Al permutar los elementos en la columna otenemos n! tabloides. Ademas

Ct = S{12,..n) = Sn, por lo que tenemos

ke =Y sgn(o)o,

gES,

y e; es la suma de todas las n! permutaciones consideradas como tabloides, es

decir:

e =x{t} = ) sgn(o)o{t}

res;,

Ahora para cualquier permutacién 7, el Lema 3.3.1-parte 4, produce

enp =mey =71 Y (sgno)o{ty = Y (sgno) o {t}.

eSS, oesy,

1

Haciendo T = 7o entonces ¢ = 71~ " 7, sustituyendo se tiene:
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et = Y (sgnmlt)T{t}

TES;‘I

= Y (sgnm')(sgnT)T{t}; ecuacion 3 cap. 2

TES,

= (sgnmt ) Y (sgnt)t{t}; propiedad de sumatorias

TES,

= (sgn)e; puessgn(m) = sgn(m 1)y por la definicion de politabloides

Por lo que todo politabloide es un multiplo escalar de e;, donde t estd dado

por la ecuacién (2). Asi que

Ss1") = ¢{e;} donde Dim S") =1

con la accién rre; = (sgn 71)e;, que es la representacién de signo.
Ejemplo 3.3.3. Si A = (n — 1,1), calcular S*.

Denotemos a los tabloides como:

{t}: k]_ k2 kl—l kl-l-l kn défkl
ki

Calculemos primero el politabloide e;:
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e = kKikj; por definicion de politabloide
= Kc,Kc,---Kc,—1ki; factorizacién de ;
= Y. sgn(m)m- (ky) .- (kiz1) - (kix1) - ... - (kn)ki; por definicién de x,
TTES [k Ky}

= (e — (kq,k;))ki; multiplicaciéon de permutasiones

= ki — k1; multiplicacién de permutasiones

Este tabloide posee e; = k; — k1, y el largo de tales vectores se puede ver como

S(n—l,l) :{C11+C22+..-+CnnIC1+C2—|—...+Cn:O}.

n—1,1)

Asi que la dim s( = n — 1, y podemos elegir una base para este médulo, i.e.,

B={2-13-1,.,n—1}

Calculando la accién de 7t € S;, sobre I3, vemos que el correspondiente caracter es

(n—1,1)

uno menos que el nimero de puntos fijos de 7. Por lo que S es el médulo

que se encuentra al final del ejemplo 1.9.5
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3.4. El Teorema de Submaédulo.

Es el momento de demostrar que los S* constituyen una lista completa de
Sp—modulos irreducibles no equivalentes. Todos los resultados y las pruebas de
esta seccién, son vélidas sobre un campo arbitrario. El tinico cambio necesario es
sustituir una forma bilineal para el producto interno de la ecuacién (3). El hecho
de que esto reemplace linealidad por linealidad conjugada en la segunda variable
no es un problema, ya que nunca necesitaremos llevar un escalar no real de un
lado a otro.

Recordemos que H™ = Y cp(sgn ) para cualquier subconjunto H C S,. Si
H = {rt}, entonces escribimos 71~ para H~ . También necesitaremos el producto

interno tnico en M* para el cual

({th {s}) = 013,49 (3)

Lema 3.4.1. (Lema del Signo) Sea H < S,, un subgrupo.

1. Si Tt € H, entonces

nH =H = (sgnm)H .

2. Para cualquier par u,v € M,

(H u,v) = (u,H v).
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3. Sila transposicion (b, c) € H, entonces podemos factorar

H™ =k(e— (b)),

donde k € C[S,].

4. Sites una tabla con b,c en la misma filade t y (b,c) € H, entonces

H {t} =0.
Demostracién:
1) Sabemos que H™ = Y, cy(sgn 0)o, entonces tenemos:
mH™ = m ) (sgno)o; por definicion de H™

ceH

= ) (sgno)mo; por propiedad de sumatoria
ceH

Luego hacemos la sustituciéon T = o7, de donde o = T, por lo tanto nuestra

ecuacion se nos convierte en:

mtH™ = Y (sgnn '), t=0n

TEH

= Y (sgnm 1) (sgnT)T; ecuacién 3 cap. 2
TeH

= (sgnm b Y (sgn T)7; por propiedad de sumatoria
TEH

= (sgnm)H; sgn(n~ ') = (sgn ) y por propiedad de sumatoria
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Porlo tanto mH~ = (sgn 71)H ™. De manera similar obtenemos H™ 7t = (sgn m)H ",

de donde se concluye que tH™ = H = (sgnm)H™.

2) Seanu, u € M*, entonces

(H u,v)

(Y (sgnm)mu, v); por definicién de H™
meH

Y ((sgnm)m u, v); (2) pag. 28

neH

Z}{([(sgn 7 HYr Y(sgnm)mu, [(sgn 7w ) v); (, ) esinvariante

Y ((sgn nY(sgnm)mimu, (sgn w1 1v); ley conmtativa
neH

Y ((sgnm)(sgnm)n tmu, (sgnm)m 'o); sgnm ! =sgnm

neH
Y (u, (sgnm)m'0); (sgnm)(sgnm) =1lym ‘m=e

meH
(u, Y (sgnm)m'v); (2) pag. 28
neH

u, sent Do ; reemplazando 7t por 7!
8 p p

n-leH
(u,H v)

Por lo tanto concluimos que (H u,v) = (u, H v).

3)Sea H < S, tal que (b,c) € H. Dado que H < S, tenemos ¢ € H. Consideremos

el subgrupo Kde H, K = {e, (b,¢)}.

Podemos encontrar un conjunto de representantes {k;} C H, de las clases k;K tal

que H = W k;K. Como K = {e, (b, c) } entonces

H= L'!'Jle = {k1/k1<b/ C)} U U{kmrkm(b/ C)}
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Luego formamos el dlgebra de grupo sumas con H, ast:
H™ = Z sgn(m)m; definiciéon de élgebra de grupo sumas

neH

= sgn(ky)ki +sgn(ki(b,c))(ki(b,c)) + ...+ sgn(km)km
+sgn(km(b,c))(km(b,c)); por definicién de H

= sgn(ky)ky +sgn(ki)sgn(b,c)(ki(b,c)) + ...+ sgn(km)km
+sgn(ky)sgn(b,c)(km(b,c)); sng es homomorfismo

= sgn(ky)ky —sgn(ky)ki(b,c) + ... + sgn (k) km
—5¢n (k) km (b, c); sng(b,c) = —1

= Y sgn(ki)ki(e — (b, c)); factor comun
i=1

= k(e—(b,c));k=Y_ ki, conk € C[S,].

Por lo tanto H™ = k(e — (b, ¢)).
4) Dado que b, c estdn en el mismo renglén de ¢, tenemos que (b,c){t} = {t}.

Ademas (b,c) € H, por 3) se tiene que H~ = k(e — (b, c)). Luego:

H{t} = k(e— (b,c){t}h; pord)
= k({t} — {t}); distribucion del tabloide
= k(0); resta en C[S,]

=0
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Porlotanto H {t} = 0. &

El lema del signo tiene un par de corolarios utiles.

Corolario 3.4.1. Sea t = t* una A — tablay s = s" una y — tabla, donde A, u \- n. Si

ki{s} # 0, entonces A > . Y si A = y, entonces ki{s} = =Le;.

Demostracién: Sean b, ¢ elementos de un mismo renglén de s#. Entonces no
pueden estar en la misma columna de t*, pues si asi lo es, x; = k(e — (b,c)) donde
k € CS, y xi{s} = 0 por los incisos (3) y (4) del lema anterior. Luego por el lema
3.2.1 se tiene A &> pu.

Si p = A, entonces tenemos {s} = m{t}; para algin 7w € C;, por el mismo argu-
mento que establecimos con el lema de dominacién, es decir que podemos per-
mutar en las filas para los tabloides y luego hacer actuar una permutacién de C;
para estabilizar columnas y obtener otro tabloide de la misma forma. Usando la

parte 1) tenemos:
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ke{s} = wmerr{t}; {s} = m{t}
= ) _ (sgno)on{t}; por definicion de «;
eSS,
= Y sgn(tn Ht{th t=0n
= ) (sgnt)(sgn Y 1{t}; ecuacién 3 cap. 2
= sgnm ! ()_sgnt 7){t}; propiedad de sumatoria
1

= sgn m{t}; definicionde x y sgn m~" =sng 7

= :|:€f

Asi tenemos x;{s} = +e;.
Corolario 3.4.2. Siu € MV ysht = u, entonces x;u es un miiltiplo de e;.

Demostracion: Sea u € M¥, entonces u = Y ¢;{s;} donde los s; son p—tablas.

k= xry_cifsit; u=Y_ ci{si}
= Y _«x¢ci{si}; propiedad de sumatoria
= ) cixi{si}; ley conmutativa

= Z:l:ciet. |

Estamos ahora en posicion de demostrar el teorema del submoédulo.
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Teorema 3.4.1. (Teorema del Submoédulo) Sea U un submodulo de MV. Entonces

UDSH o UCSH.

En particular cuando el campo es C, los S* son irreducibles.

185

Demostracién: Sea u € U y t una yu — tabla. Por el corolario anterior tenemos,

parae; € SH:

Kt U = C éey.

Se tienen dos casos para c.

Caso 1: ¢ # 0.
c#0 =
=
=
=
=
Caso2:c = 0.

ce; = k;u € U; corolario 3.4.2

1 1

¢ ce; = ¢ kru € U; existencia del inverso en C

L4, u € U; existencia de la identidad en C

et =C
e; € U; por definicién de igualdad

stCu

c=0=xmu=ce; =0¢ =0

Luego, tomando producto interior de u y e;:

4)
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(u,er) = (u,x:{t}); por definicién de politabloide
= (kiu,{t});porlema 3.4.1 parte 2
= (0,{t}); por ecuacion 4

=0

Puesto que e; abarca a S*, tenemos que u € S*+, por lo tanto U C SH+.

Ahora probamos que los S* son irreducibles cuando se trabaja sobre los comple-
jos.

Sea V C S¥ C MH, por el teorema tenemos que V C S¥ oV C SHl,

SiV C S*, entonces V = SH.

Por otroladosi V C S#+, podemos escribir M# = S* & S#+ ya que hemos definido
un producto interior sobre el campo de los complejos y puesto que S¥ (| S#+ =0,
por lo tanto se tiene que V = 0.

Asf que los S* no tienen submédulos no triviales. Y se concluye que los S* son
irreducibles.ll

Ahora trabajaremos sobre el campo de los complejos.

Proposicién 3.4.1. Supdngase que el campo de escalares es C y 6 € Hom(S*, M*) no

es cero. Por lo que A > u, y si A = p, entonces 6 es la multiplicacion por un escalar.

Demostracién: Sea 0 # 0 € Hom(S*, M").
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Si 6 # 0, entonces existe un elemento bésico de S*, ¢;, tal que 6(e¢) # 0.

Y que (-, -) es un producto interior sobre escalares complejos y como todos los
S* son irreducibles sobre el campo C (segtin el teorema anterior), podemos formar
el médulo M? como la suma directa de S* y S M* = S* @ S, Asi podemos

extender # a un elemento de Hom(M?", M*) haciendo 6(S**+) = 0, y asf:

0 # 6(er) = 6O(xi{t}); definicién de politabloide
= x0({t}); 6 es un G-homomorfismo

= K (Z ci{si}) ; por definicién de M* y los {s}; son tabloides de forma p.
i

Luego por el corolario 3.4.1 tenemos A > p.
Ahora probaremos que si A = y, entonces 6 es una miltiplicacion por escalar. Sea

er € SA.

O(er) = 0(x:{t}); definicion de tabloide
= x:0({t}); 6 es G-homomorfismo
= xu; 0({t}) =uec My

= cey; porel corolario3.4.2yc e C
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Luego si 7 € Sy, se tiene:

O(ext) = 6O(7met); por la proposicion 4 del lema 3.3.1
= 70(et); 6 es un S,-homomorfismo
= 7t(cet); por lo anterior
= crey; ley conmutativa

= cepy; por la proposicion 4 del lema 3.3.1

Por lo tanto 6 es multiplicacién por un escalar.ll
Finalmente podemos verificar todas nuestras afirmaciones acerca de los mo-

dulos Specht.

Teorema 3.4.2. Los S* para A \= n foman una lista completa de S,,—mddulos irreducibles

sobre el campo complejo.

Demostracién:
Los S* son irreducibles por el teorema del submédulo y el hecho de que
A NSt =0 para el campo C.
Puesto que tenemos el nimero correcto de médulos para un conjunto completo,
basta demostrar que son parejas no equivalentes.
Sean A y u particiones de n tales que S* = MH.
Si S* = M¥ entonces existe § € Hom (S*, M*) ya que S¥ C M*. Asi A > u por la

proposicion 2.4.5., de la misma manera existe 8’ € Hom (SV, MA) ya que shc mA
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y por la proposicion 2.4.5 se tiene que y > A, por lo que de ambos resultados ob-
tenidos se tiene que A = u. Asi concluimos que los S* no son equivalentes por
pares.

Por lo tanto, los $* para A I 1 foman una lista completa de S,,—mé&dulos irredu-
cibles sobre el campo complejo. B

Como para A - n, la lista completa de representaciones irreducibles esta da-
do de acuerdo a su numero de particiones. Asi para n = 3 sus particiones son
A =(1,1,1), A, = (1,2) y A3 = (3) y cada una de las representaciones irredu-
cibles dadas en la tabla de la pagina 134 corresponde a estas particiones. Por lo

tanto, la tabla de caracteres correspondiente a S3 es la siguiente:

e {(1,2),(1,3), (23)} {(1,23),(1,32)}

1 1 1




Bibliografia

[1] P4g. 11. Murray R. Spiegel, John Schiller y R, Alu Srinivasan. Probabilidad y

Estadistica. McGraw-Hill Interamericana Editores S.A de C.V., 2003.

Libros:
[2] Fulton, W. “Young Tableaux - with Applications to Representation Theory and

Geometry”, London Mathematical Society Student Texts 35, Cambridge, 1996.

[3] Sagan, B.E., “The Symmetric Group: Representations, Combinatorial Algorithms,

and Symmetric Functions”, GTM 201, Springer, New York, 2011.
[4] James Kerber. “Representation Theory of Symmetric Groups” G. D. James,
“The Representation Theory of the Symmetric Groups”, Springer-Verlag Berlin

Heidelberg New York 1978.

[5] I. N. Herstein ”Algebra Moderna, primera edicién” Editorial Trillas S. A., 1970.

190



BIBLIOGRAFIA 191

[6] John B. Fraleigh “Algebra Abstracta” ADDIOSON WESLEY IBEROAMERI-

CANA, S. A.

[7] I. N. Herstein “Algebra Abstracta, primera edicién” Grupo Editorial Iberoame-

ricaS. A.de C. V., 1988.

Notas:
[8] Notes of Representation Theory of Symmetric Groups, Charlotte Chan, Hilary

Term 2011.



